N

N
N

HAL

open science

Corps de classes, formes modulaires, et formalisation

Filippo Alberto Edoardo Nuccio Mortarino Majno Di Capriglio

» To cite this version:

Filippo Alberto Edoardo Nuccio Mortarino Majno Di Capriglio. Corps de classes, formes modulaires,
et formalisation. Théorie des nombres [math.NT]. Université Jean Monnet Saint-Etienne, 2023. ujm-

04198760

HAL Id: ujm-04198760
https://ujm.hal.science/ujm-04198760

Submitted on 8 Sep 2023

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Distributed under a Creative Commons Attribution - ShareAlike 4.0 International License


https://ujm.hal.science/ujm-04198760
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
https://hal.archives-ouvertes.fr

= Université
Jean Monnet
3 Saint-Etienne

Ecole Doctorale de 'Université Jean Monnet Saint-Etienne

HABILITATION A DIRIGER DES RECHERCHES

Corps de classes, formes modulaires, et formalisation

par Filippo A. E. Nuccio Mortarino Majno di Capriglio

Maitre de conférences, Université Jean Monnet Saint-Etienne

Rapporteurs

Kevin Buzzard  Professor; Imperial College London
Antoine Chambert-Loir  Professeur, Université Paris Cité

Cornelius Greither  Professor i.R., Universitdt der Bundeswebr Miinchen

Soutenance publique le 25 septembre 2023, devant le jury composé de

Kevin Buzzard  Professor; Imperial College London
Antoine Chambert-Loir Professeur, Université Paris Cité
Cornelius Greither Professor i.R., Universitdt der Bundeswebr Miinchen
Assia Mahboubi  Directrice de recherche, INRIA
Sophie Morel  Directrice de recherche, C. N. R. S. - ENS de Lyon
Xavier Roblot  Maitre de conférences HDR, Université Claude Bernard Lyon






Corps de classes, formes modulaires,
et formalisation

par Filippo A. E. Nuccio Mortarino Majno di Capriglio




Cette ceuvre est sous licence Creative Commons CC BY-SA 4.0. Pour consulter une copie
de la licence, visitez htips://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.Ir.

Filippo A. E. Nuccio Mortarino Majno di Capriglio
Université Jean Monnet Saint-Etienne

Institut Camille Jordan UMR 5208

23, rue du docteur Paul Michelon

F-42023, Saint-Ftienne, France
filippo.nuccio@univ-st-etienne.fr
https:/perso.univ-st-etienne.fr/mf51454h/


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.fr
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.fr
mailto:filippo.nuccio@univ-st-etienne.fr
https://perso.univ-st-etienne.fr/nf51454h/

DI PIRR 73T NP 37 MWYT )
19930 0 o0 DR NP I

R’y 1 mwn 533 7Tndn

Et voici ce que dit Rabbi Hanina : j’ai beaucoup appris
de mes malitres, et plus encore que de mes maitres j’ai
appris de mes copains. Mais ceux dont jai le plus ap-
pris, ce sont mes étudiants.

Talmud babylonien, traité Taanit, 7a



ii



Table des matiéres

Introduction

I Arithmétique des extensions diédrales
I.I  Formule de nombre des classes pour extensions diédrales
avec L. Caputo. . . . . . . . e
1.2 Représentations galoisiennes diédrales et formes CM
avec N. Billerey . . . . . . . . e

IT Théorie d’Twasawa
I.1 Cohomologie des systemes normiques et fausses Z,-extensions
avec L. Caputo. . . . . . . L e
I1.2 Théorie d’Iwasawa résiduelle et invariants d’ITwasawa signés
avec Sujatha R. . . . . . .. .
I1.3 Groupes de Selmer fins, extensions de Lie p-adiques abéliennes et Conjec-
ture de Greenberg Généralisée
avec D. Kundu et Sujatha R. . . . . . ... .. .. o
I1.4 Modeles entiers pour familles de Coleman et variations des invariants
d’Twasawa
avec T. Ochiai et J. Ray . . . . . . . .. .

IITLes projets de formalisation en lean-3
III.1 Anneaux de Dedekind et groupes de classes
avec A. Baanen, S. R. Dahmen et Ashvni N. . . .. ... ... ... ......
1I1.2 Le Liquid Tensor Experiment
avec J. Commelin, A. Topaz et al. . . . . ... ... ... .. ... ...
IT1.3 Perspectives de recherche . . . . . . . . . . .. .. .. ..
I11.3.1 Théorie du corps de classes . . . . . . . . . . .. .. ... ... ......
I11.3.2 La suite spectrale de Serre . . . . . . ... .. ... .. .. ........
IT1.3.3 Extensions de p-espaces de Banach . . . ... ... ... ... ......

iii



iv



Introduction

Ce mémoire présente une synthése des travaux de recherche que jai effectués de-
puis ma thése soutenue en 2009. Les objets étudiés sont principalement de nature
arithmétique et une partie de mes travaux concerne la formalisation de tels concepts
dans l'assistant de preuve lean-3.

Sur la période 2009-2019 mes intéréts ont évolué a partir de l'argument de ma
these, qui portait sur la théorie d’'ITwasawa des corps de nombres totalement réels. Le
fil conducteur du Chapitre Il est la théorie d’Iwasawa, soit pour le groupe de classes
au §II.1, soit pour les courbes elliptiques et les formes modulaires aux §§11.2-11.4.

Le Chapitre I présente deux travaux traitant les propriétés arithmétiques des exten-
sions diédrales de corps de nombres. Le premier, décrit au §I.1 étudie une formule pour
les nombres de classes dans de telles extensions; le deuxiéme, objet du §1.2, analyse
des phénomenes de congruence pour les représentations modulaires diédrales en lien
avec les formes modulaires CM.

Depuis 2019 ma recherche s’est recentrée autour de la formalisation mathématique
par ordinateur, et plus particulierement dans l'assistant de preuve lean-3. Le Cha-
pitre III est dédié & cet argument. Au §III.1 je présente un travail de formalisation
des propriétés de base des anneaux de Dedekind et de la finitude du groupe de classes
d’idéaux pour les corps globaux. Le §II1.2 est consacré au Liquid Tensor Experiment,
un travail qui répond au défi lancé par Scholze de formaliser un des ses résultat, ob-
tenu avec Clausen, sur les espaces vectoriels liquides. Mes projets de recherche futurs
s’inscrivent aussi dans la thématique de la formalisation, et je les illustre brievement
au §III.3.

Je ne m’aventure pas dans 'exercice périlleux de mentionner toutes les personnes
auxquelles je dois ma gratitude. Je mesure la chance d’avoir croisé le chemin de tant
d’amis, de collégues, de membres de ma famille. Je ferai de mon mieux pour leur
exprimer ma reconnaissance personnellement. A cause de son caractére collectif, cela
ne sera probablement pas possible avec la communauté mathlib, et je tiens donc & en
remercier ici tous ses membres pour leur accueil, leur support, leurs enseignements.

Saint-Etienne, 6 juin 2023
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Arithmétique des extensions diédrales

Ce chapitre regroupe des résultats portant sur les propriétés arithmétiques des ex-
tensions diédrales de corps de nombres. Au §l.1 je discute une formule qui relie
les nombres de classes des sous-corps d’'une extension diédrale; au §1.2 jétudie des
phénomeénes de congruence modulo un premier p entre une forme modulaire dont la
représentation galoisienne modulo p est diédrale, et une forme a multiplication com-
plexe.

TRAVAUX PRESENTES :

[CN20] L. Caputo & F. A. E. Nuccio Mortarino Majno di Capriglio — « Class number formula
for dihedral extensions », Glasgow Mathematical Journal 62 (2020), no. 2, p. 323-
353.

[BN18] N. Billerey & F. A. E. Nuccio Mortarino Majno di Capriglio — « Représentations
galoisiennes diédrales et formes & multiplication complexe », Journal de théorie
des nombres de Bordeaux 30 (2018), no. 2, p. 651-670.

I.I Formule de nombre des classes pour extensions diédrales

avec L. Caputo

~ tant donné un corps de nombres k, notons (Y, son groupe de classes et hy = ||

son nombre de classes. Pour une extension L/k, il est naturel de chercher & relier

les nombres hj et hi, mais 'exemple des corps quadratiques montre quune formule

universelle ne dépendant que de la structure galoisienne de L/k ne peut pas exis-

ter. Mentionnons & ce propos le théoreme de Montgomery-Weinberg (voir [MW77]) qui
établit 'existence d’'une constante ¢ > 0 telle que

loglogd

hQ(\/a) > C\/gm
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pour une infinité de corps quadratiques réels Q(\/&)
D’autre part, un célébre résultat da & Chevalley donne une relation entre nombres
de classes dans une extension cyclique en termes cohomologiques :

Théoréme (Formule des classes ambiges de Chevalley, voir [Lan90, Lemma 4.1]). Soit k
un corps de nombres et soit L/k une extension finie cyclique, de groupe G = Gal(L/k).
Alors

hy - e(L/k)
[L: k](OF : Ny L* N Oy)

ot A dénote le sous-groupe des classes fivées par l’action de G, et e(L/k) = [1,e(p) est
le produit des tous les indices de ramification.

g =

(I.1.1)

Bien que l'exemple des groupes cycliques puisse paraitre archétypique, il est en
réalité quelque peu particulier. En effet, Brauer montra en 1947 que toute représenta-
tion d'un groupe fini G peut se décomposer en tant que combinaison linéaire entiere
(ou « virtuelle ») de représentations induites de sous-groupes cycliques. L’application
qu’il avait en vue, et qui est importante pour nous, est le théoréme suivant :

Théoréme ([Bra5l, Satz 1 et équation (12)]). Soit L/Q une extension galoisienne a groupe
de Galois G = Gal(L/Q). Pour toute extensions intermédiaire Q C K C L notons Ry
(resp. wg) le régulateur (resp. le nombre de racines de | "unité) de K. Il existe alors une

H H
pour H parcourant les sous-groupes cycliques de G, et ou les ag € 7Z sont des entiers.
Si G n’est pas cyclique, une telle relation existe avec les ag non tous nuls.

La preuve du théoréme de Brauer est de nature analytique. Elle repose sur le théo-
réme mentionné précédemment portant sur les représentations virtuelles, qui permet
de décomposer la représentation réguliére comme combinaison linéaire & coefficients
entiers de représentations induites de sous-groupes cycliques — les entiers ay € 7Z
étant précisément les coefficients apparaissant dans une telle décomposition. Lorsque G
est lui-méme cyclique, il peut arriver que la seule relation soit la triviale, avec ag =0
pour tout H; mais la définition méme des coefficients ay montre que si G n’est pas
cyclique, il existe toujours une relation non-triviale. Une fois cette décomposition vir-
tuelle obtenue, le formalisme des fonctions L d’Artin, conjointement & la formule pour
le résidu de la fonction zéta d’un corps de nombre (voir [Tat67a, Main Theorem 4.4.1]),
donne (I.1.2). Cela a, comme conséquence, I'apparition des facteurs transcendants R;u
dans le membre de droite de (I.1.2), alors que le membre de gauche est évidemment
rationnel ; en outre, pour appliquer la formule dans des cas explicites il est nécessaire
de calculer les coefficients ag — ce qui peut s’avérer, en général, impossible.

Lorsque le groupe de Galois G = Gal(L/k) qui apparait dans le théoréme de Brauer
est diédral, le valeurs ag et les contributions des régulateurs ont été explicitées en
termes d’indices d’'unités (ce qui est naturel, au vu de la définition du régulateur) dans
certains cas. Halter-Koch dans [HK77] et Moser dans [Mos79] ont analysé le cas dune
extension diédrale L/Q de degré 2p, ou p est un premier impaire. En s’appuyant sur le
résultat de Brauer et en explicitant le rapport des régulateurs, ils ont montré que dans

ce cadre on a
hr

henr = (01 OkOOp)r™ (I1.3)
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ou K/Q,K’'/Q sont deux sous-corps (conjugués) de degré p contenus dans L; ou F/Q
est 'unique sous-extension quadratique contenue dans L; et ou r vaut 1 lorsque F' est
imaginaire, et vaut 2 lorsque F' est réelle.

Ce genre d’analyse devient impraticable dés lors que le corps de base k n’est plus le
corps Q des rationnels, et donc lorsque le groupe O} est plus compliqué que Z* = {£1}.
Neéanmoins, certaines généralisations partielles du résultat de Halter-Koch et Moser
ont été proposées : nous nous contentons ici de mentionner le travail [Jau81lb] ou le
corps de base k peut étre soit Q soit un corps quadratique imaginaire (donc, toujours
avec groupe d’'unités fini), et ordre du groupe diédral peut étre 2p°® pour p premier et
s =2 1; ou encore le travail [Lem05] de Lemmermeyer, qui montre (I.1.3) pour k& quel-
conque, mais seulement pour extensions L/k d’ordre 2p et sous certaines hypothéses
de ramification, hypotheéses qui ont été levées dans le travail [Barl2] de Bartel.

Le point de départ du travail [CN20] est l'observation que la formule des classes
ambiges de Chevalley (I.1.1) admet une démonstration purement cohomologique, qui
repose seulement sur la théorie du corps de classes (voir par exemple la preuve donnée
dans [Lan90, Lemma 4.1]). Notre idée dans le cas diédral est d’étudier I'action du groupe
quotient d’ordre 2 sur les groupes de cohomologie du sous-groupe distingué maximal,
qui est abélien et auquel la théorie du corps de classes s’applique. Afin de détailler le
résultat principal, fixons les notations suivantes :

Notation I.1.1. Soit ¢ > 3 un nombre impair : notons D, le groupe diédral d’ordre 2q,
dont nous fixons une présentation

D, = {o,plo* =pl=1,0p=p o).

Le sous-groupe distingué d’ordre ¢ est noté G, = (p) et A = D,/G, dénote le quotient
d’ordre 2; aussi, posons X = (o) et ¥’ = (op). Etant donnée une extension L/k avec un
isomorphisme Gal(L/k) = D, (qu’on considére choisi une fois pour toutes), notons F' le
sous-corps fixé par G, et par K (resp. par K') le sous-corps fixé par X (resp. par ).

Le contexte galoisien est illustré dans le schéma suivant :

L
El
b
Gq K K/
/ Ve
Dq / //
/ s
F r 7
/s
/ 7
k

Etant donné un D,-module B uniquement 2-divisible!, le quotient A agit de facon
fidele sur les groupes de cohomologie de Tate ﬁi(Gq,B) : écrivons }AI"(Gq,B)i pour le
sous-module propre de valeur propre +1. Un argument de suite spectrale de Hochschild-
Serre permet d’obtenir le résultat suivant :

1. Autrement dit, tel que la multiplication -2: B — B est un isomorphisme.
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Proposition 1.1.2 ((CN20, Proposition 2.1]). Soit B un D,-module uniquement 2-divisible.
Pour tout i € Z, le morphisme de restriction induit un isomorphisme

ﬁl(D‘bB) = ﬁi(G(bB)Jr'

De plus, | isomorphisme de périodicité de Tate H'(G, B) = H'"*%(G,, B) (provenant
de la cyclicité de G) anti-commute a l’action de A : on obtient, pour toul i € Z, des
isomorphismes

H'(Gy, B)” = H'(Gg, B)" = H'(D,, B)

H(G,, B)t = H"**(G,, B)” =~ H(D,, B).

Nous appliquons la Proposition 1.1.2 aux différents modules qui apparaissent dans
le diagramme commutatif suivant, dont les colonnes et les lignes sont exactes :

1 I1[3] Af[J] ——T1d.[3] —1 (I.1.4)
1——Q[5] —=Cy[3] 3] 1
1 1 1

Dans (I.1.4) nous avons noté Prld, le groupe des idéaux fractionnaires principaux non-
nuls, Id, le groupe des idéaux fractionnaires non-nuls, AJ le groupe des ideles et I, le
groupe des ideles dont les composantes sont des unités a toute place finie : le groupe Q.
est défini comme le quotient I,/O. La cohomologie d’'un groupe de Galois abélien &
coefficient dans tout module apparaissant dans (I.1.4) est controlée par la théorie du
corps de classes (voir [Tat67b]), et en appliquant la Proposition I.1.2 nous obtenons le

Théoréme 1.1.3 ([CN20, Theorem 3.14]). Soit L/k une extension de corps de nombres d
groupe de Galots D,. Alors

hohi _ |H(Dg, OF @ Z[5))| _ |H(Dg, OF)  |H (2, 07)]

|
el |H-W(Dg, OF @ ZI3])|  |H-Y(Dy, OF)  |HO(S,0F))

Remarque 1.1.4. Le membre de droite dans le théoréeme est un « quotient de Herbrand
diédral », ainsi que la formule du Théoreme 1.1.3 est & rapprocher du résultat classique
(voir [Tat67b, preuve du Theorem 8.3]) établissant que le quotient de Herbrand des
unités dans une extension cyclique de degré n vaut n~! (donc, il ne contient aucune
information sur les nombres de classes) : nous interprétons ceci comme une mani-
festation algébrique de la particularité du cas cyclique déja mentionnée & propos des
résultats de Brauer.
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Dans la formule du Théoréme 1.1.3 aucun facteur transcendent n’apparait, et il est
trés aisé de traduire les quotients des ordres des groupes de cohomologie en termes
d’indices d’'unités. Nous nous contentons de mentionner ici les deux corollaires suivants
(valables dans le méme contexte que celui du Théoréme 1.1.3), ol on note wv(—) la
valuation f-adique pour tout premier ¢ :

Corollaire 1.1.5 ([CN20, Corollary 3.15]). Pour tout nombre premier { et pour tout corps
M € {k,F} écrivons

0 si M ne contient aucune racine g-ieme de | unité ;
ﬁM(Q) - 1 sinon
On a alors les bornes suivantes
thi
—av <o | —= | <bv
) <o (45 ) < il

ot a =1kz(OF)+ Br(q)+1 et b =1kz (O} )+ Br(q). En particulier, si F est totalement réel
de degré [F : Q] = 2d, alors

hih2
Il

~2dui(q) < v ( ) < (d- Duela).

Corollaire 1.1.6 ([CN20, Corollary 3.18]). Supposons que F soit un corps CM? de degré
[F': Q] = 2d et que k soil son sous-corps totalement réel maximal. Soit s 1l ordre du
quotient ((0O)1NO})/(O;)? et supposons que F ne contienne pas de racine g-iémes de
L "unité. Alors, pour tout nombre premier £, on a

hh?
hrh2

“oelq) — vels) < w( ) < (d— Duilg).

.2 Représentations galoisiennes diédrales et formes CM

avec N. Billerey

fin d’introduire les résultats contenus dans [BN1S8], nous allons fixer quelque nota-

tion qui sera également utile dans les sections suivantes. Faisons le choix d'un
corps algébriquement clos Q qui contiendra toutes les extensions algébriques de Q qui
apparaitront dans la suite; pour une telle extension K, écrivons Gx = Gal(Q/K) pour
son groupe de Galois absolu. Des clotures algébriques I, et Q, seront également fixées
pour tout premier p.

Pour tout corps topologique E (les cas ou E est une extension finie de Q,, muni
de sa topologie p-adique; et les cas F = [F; ou F = E,, munis de la topologie discrete,
seront les principaux) nous appelons représentation galoisienne tout homomorphisme
continu p: Gg — GL2(E) ; lorsque E C E, pour un certain premier p, nous dirons que la
représentation galoisienne est modulaire (modulo p).

2. Nous rappelons qu'un corps de nombres est dit CM s’il est une extension quadratique totalement
imaginaire d’'un corps de nombres totalement réel.



.2. Représentations galoisiennes diédrales et formes CM 6

Définition 1.2.1. Une représentation galoisienne modulaire p: Go — GL2(F,) est dite
diédrale si I'image de sa projectivisée Pp: Gg — PGLQ(IETP) est isomorphe au groupe
diédral D,, pour un certain n > 3 (nous gardons les Notation I.1.1 pour ce qui concerne
les groupes diédraux et leurs sous-groupes). A toute représentation modulaire diédrale
on peut associer un corps quadratique, noté K, qui est le sous-corps de Q fixé par le
noyau du caractéere

Pp
g@ —» D —» A
ol on a encore noté Pp la composition de Pp avec un isomorphisme choisi ImnPp = D,.

Le point de départ de plusieurs études présentées dans ce mémoire est I’énoncé
suivant, di &4 Deligne? :

Théoréme (voir [DS74, Théoreme 6.1]). Soit f € M (FO(N),a) une forme modulaire de
poids k > 2, niveau N et caractére . Supposons qu’elle ne soit pas identiquement
nulle et qu’elle soil fonction propre des T, pour ¢ { N, avec pour valeurs propres la
collection {a;}. Soit L une extension finie de Q contenant les ay et les valeurs €(¢). Soit
finalement p une place finie de L, de caractéristique résiduelle p, et soit L, le complété
de L en p. Il existe une représentalion galoisienne semi-simple

Pty 9o — Gla(Lp),

unique a isomorphisme prés, qui est non-ramifiée en dehors de Np et telle que, pour tout
premier {1 Np,

Tr(py,p Frobg, (€)) = ay et det (py,p, Frobg, (¢)) = e(0)0k1,

Les valeurs propres d’'une forme f comme dans I'’énoncé du théoréme précédent
sont des entiers algébriques, ce qui montre qu’elle est une forme p-entiére pour tout p,
au sens de [DS74, §6.6]. On a donc le théoréme suivant :

Théoréme ([DS74, Théoréme 6.7]). Avec les notations et hypotheses du théoreme précédent,
supposons en plus que les valeurs propres {as} ne soient pas toutes nulles modulo p.
Dénotons par Fy le sous-corps de F, = Or,/p engendré par les a; (mod p) el par les
valeurs (¢) (mod p), pour ¢ 1 Np. Il existe une représentation galoisienne modulaire
semi-simple

P 9o — GLa(Fy),

qui est non-ramifiée en dehors de Np el telle que, pour toul premier {1 Np,
Tr(py,p Frobg, (€)) = ay (mod p) et  det(py, Frobg,(0)) = e(0)F1  (mod p).

Bemarque 1.2.2. Comme la notation le suggere, la représentation py, peut étre réalisée
en choisissant d’abord un Or, -réseau dans 'espace de la représentation py,, puis en le
réduisant modulo p; et, finalement, en semi-simplifiant.

3. Dans l'introduction de [DS74], écrit cinq ans apres la parution de [Del68], on lit : « Signalons que
nous avons utilisé en un point essentiel (§6, th. 6.1) des résultats démontrés par I'un de nous (P. Deligne),
mais dont aucune démonstration compléte n’a encore été publiée; en attendant une telle publication
(ainsi que celle du SGAS, dont ils dépendent), nous demandons au lecteur de bien vouloir les admettre. ».
Ainsi, nous préférons renvoyer a [DS74, Théoréme 6.1] plutdot qu’a [Del68]. Que les instruments illustrés
au chapitre III permettent une vérification formelle de ces résultats a court terme est probablement
optimiste.
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Observons maintenant qu’a différence de py,, qui est déterminée par la collec-
tion {a/}, la représentation modulaire ps, ne dépend que de la collection {a, (mod p)}.
En particulier, si f € My(To(N),e) et f' € My (To(N'),¢’) sont deux formes modulaires
qui satisfont aux hypothéses du théoréme, et telles que pour un certain premier p de
caractéristique résiduelle p on a les congruences

ag=ay (mod p) et e(f)=€'(f) (mod p) (I.2.1)

pour tout £{ Np, alors ps, = ps,. La question que nous abordons dans [BN18] est mo-
tivée par l'observation précédente, dans l'optique de comprendre quelles formes modu-
laires donnent lieu & une représentation modulaire fixée. Avant de préciser la question,
nous aurons besoin de la définition suivante :

Définition 1.2.3. Soit v un caractere de Dirichlet non-trivial. Une forme parabolique
nouvelle f € SEEW(FO(N),s) est dite & multiplication complexe (ou CM) par v si on
Iégalité
ag = v(l)ay

pour un ensemble de premiers de densité 1. Si c’est le cas, v est un caractére impair
d’ordre 2, de sorte que QK'¥) = K est quadratique imaginaire (voir [Rib77, §3, Re-
marks] pour la premiére propriété, et [Rib77, Proposition 4.4 et Théoréme 4.5] pour la
deuxiéme). On dit aussi que f a multiplication complexe par le corps K.

Un argument de représentations de groupes finis (voir [Rib77, Proposition 4.4])
montre que si f est une forme nouvelle qui a CM par un corps quadratique imagi-
naire K, la restriction Pfigy @ image abélienne, et en fait la représentation p; est
I'induite de G & Gg d’'un caractere. Pour tout premier p, ces propriétés se transportent
a la représentation modulaire py, de sorte que, une fois pris le quotient par le centre,
I'image est un groupe diédral. Avec les notations introduites précédemment, on vient
d’obtenir la

Proposition. Soit f € SV (I‘O(N ),5) une forme parabolique nouvelle qui a CM par le
corps K. Alors la représentation modulaire py, est diédrale.

On voit donc qu’avoir multiplication complexe, qui est un prédicat sur la forme
« en caractéristique 0 », a comme conséquence d’étre diédrale, ce qui est une propriété
« résiduelle » de la représentation modulaire. D’ailleurs, il arrive parfois qu'une forme
modulaire qui n’a pas de multiplication complexe ait une représentation modulaire
qui, & certains premiers p, est diédrale. C’est le cas, par exemple, de la représentation
pA associée a la forme parabolique « de Ramanujan »

A =g —24¢° +252¢° — 1472¢" + 4830¢° + - -- € SI$™ (To(1)) :

elle n’est pas CM mais la représentation pa 23 est diédrale. Un autre exemple est fourni
par la courbe elliptique

E:Y24+Y = X3 — X2 18507X — 989382

notée 65533.al dans [LMFI3] : elle (ou la forme fg qui lui est associée) n’a pas de
multiplication complexe, pourtant ps. 7 est diédrale. Notre objectif est d’« expliquer »
ces phénomenes par des congruences, au sens suivant : si une forme f n’a pas CM mais
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est congrue, modulo p, & une autre forme g qui a CM, la représentation modulaire py,
coincide avec pg, et sera forcément diédrale. Il est donc naturel de comprendre si
le fait que la représentation associée & une forme sans multiplication complexe se
réduise, modulo un premier p, & une représentation diédrale est toujours du & une
congruence f = ¢g“™ (mod p) pour une forme ¢g“™ convenable qui a CM.

La réponse que nous donnons dans [BN18, Théoréme 1.1] est positive. Il devient alors
intéressant de comprendre si la forme gCM est unique et, sinon, d’établir ’existence de
choix « optimaux » pour de telles formes CM. Cette optimalité s’exprime en termes du
poids k(), du caractere (m) et du niveau N(m) associés par Serre & une représentation
galoisienne modulaire 7. Nous ne rappelons pas la définition de ces objets ici, en
renvoyant plutdt a [Ser87, §2 et §1.3] pour les deux premiers; le niveau N(m) est
simplement la partie premiére & p du conducteur de Artin de = (voir ibid. §1.2).

Le résultat que nous obtenons est le suivant :

Théoréme 1.2.4 ([BN18, Théoréme 1.1]). Soit © une représentation galoisienne modulaire
diédrale modulo p. Avec les notations précédentes, on suppose :

a) K est quadratique tmaginaire;
by 2<k(r)<p—1letp=h.

Alors m provient d’une forme nouvelle ¢°™ a multiplication complexe par le corps K,
de poids k() et de niveau

N — N(m) st p est non ramifié dans K ;
T | p?’N(n) sip est ramifié dans K.

De plus, on a les propriétés suivantes :
1. si p est ramifié dans K, alors p € {2k(w) — 1, 2k(7) — 3};

2. si e(m) est trivial, alors la forme a mulliplication complexe peut élre choisie de
caractére trivial et de niveau divisant N'.

La démonstration du Théoréme 1.2.4 repose principalement sur la théorie du corps
de classes pour le corps quadratique imaginaire K, qui permet de construire, en par-
tant de 7, un Groflencharakter aux propriétés galoisiennes convenables (voir [BN1S,
Proposition 2.1]). En appliquant une construction classique due & Hecke et & Shimura
(voir [Hecd9, p. 717], [Shi71, Lemma 3] et [Shi72, p. 138]) on obtient une série qui est le
développement de Fourier d'une forme & multiplication complexe g®M.

Un corollaire du Théoréme 1.2.4, appliqué a py,, est le critere de congruence énonce
auparavant :

Corollaire 1.2.5. Soit f € SV (FO(N),E) une forme parabolique nouvelle de poids k > 2
et soit p un premier du corps des coefficients de f tel que py, est diédrale. Soit p la
caractéristique résiduelle de p el supposons p > 5 ainsi que p t N. Il existe alors une
forme & multiplication complexe g™ € Si™(To(N'),&’), ot le poids k', le niveau N’ et
le caractére ' peuvent étre choisis comme dans le Théoréme 1.2.4, et une extension B
de p a Q, telle que f = g™ (mod R).

Démonsiration. Le corps K associé a py, est imaginaire : cela provient du fait que la
représentation py, est toujours impaire, et que p # 2. Il reste & montrer les inégalités
2 < k(m) < p — 1. Pour les obtenir, observons que [Kat73, Theorem 1.7.1] nous assure
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que la forme modulaire f & coefficients dans F, est encore du méme poids k que la
forme f de départ. En outre, py, coincide avec la représentation py et on peut lui
appliquer les théorémes [Edi92, Theorem 2.5 ou Theorem 2.6] (selon que la forme soit
ordinaire ou non) : on déduit le résultat voulu sur le poids de Serre par définition de
ce dernier (voir [Ser87, §2]). O

En appliquant le Corollaire 1.2.5 & la forme A et au premier 23, nous trouvons
une forme g™ € S15(I'y(23%)) telle que A = g™ (mod pa3) ol o3 est I'unique premier
de Or ramifié au-dessus de 23 : ici, L est le corps de coefficients de g“™, de polynome
minimal X2 — 6X — 3 (pour les détails, voir le fichier DeltaMod23.gp disponible sur la
page de [BNI18]). On peut en outre montrer que le niveau est optimal : en effet, il
n’existe pas de forme & multiplication complexe de poids 12 et de niveau 1 ou 23 qui
soit congrue a A modulo 23.

En spécialisant le Corollaire 1.2.5 en poids £ = 2 nous obtenons 'application suivante
concernant les variétés abéliennes de type GLs (nous renvoyons a [Rib92] pour les
généralités) :

Corollaire 1.2.6 ([BN18, Corollaire 1.3]). Soit A/Q une variété abélienne de type GLo de
conducteur Np et p une place finie de E = Endg(A) ® Q au-dessus du premier p > 5 ne
divisant pas Na. On suppose que | image de pa, est conlenue dans le normalisateur
d’un sous-groupe de Cartan non déployé de GLa(F,). Alors, pa, provient d une forme
nouvelle a multiplication complexe de poids 2 et de niveau N(pa,) (divisant Na) qui, de
plus, est de caractére trivial lorsque E est totalement réel el A a tous ses endomorphismes
définis sur Q.

Le Corollaire 1.2.6 est une généralisation en dimension quelconque de [Che02, Theo-
rem 1.6], valable pour les courbes elliptiques. Il avait essentiellement déja été obtenu
par Nualart [Nuall, Theorem 1] et justifie [GP12, Remark4.4].
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Théorie d’Iwasawa

Je rassemble dans ce chapitre certains résultats en théorie d’Iwasawa : pour les
groupes de classes dans des « fausses » Zjy-extension de type diédral au §II.1; pour
la représentation galoisienne associée & une courbe elliptique aux §§11.2-11.3; et pour
les familles de formes modulaires non-ordinaires au §11.4. Les aspects abordés relevent
du coté « algébrique » de la théorie d’Iwasawa et il ne sera pas question de fonctions
L p-adiques dans ce chapitre.
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Padova (2023), no. 149, p. 83-129.
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II.I Cohomologie des systémes normiques et fausses Z,-extensions
avec L. Caputo

wasawa prouva en 1958 dans [Iwad8] — et puis en forme plus générale et structurée

dans [Iwa73a], en s’appuyant sur [Ser60] — le célébre théoréme suivant, dans lequel

nous gardons les notations introduites au §I.1 :
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Théoréeme (Iwasawa). Soil L un corps de nombres et soil p un nombre premier. Etant
donnée une chaine d’extensions galoisiennes

L=LyCLiCLC CLyC - CLoo=|]JLn (IL1.1)

n=0

telle que [Ly, : L,—1] = p pour tout n > 1 et Gal(Lo/L) = 7Z,, il existe trois entiers
WA € Z>o et v € Z lels que

vp(hr,) = pp™ + An+v pour tout n > 0. (IT.1.2)

On voit donc que la croissance du p-sous-groupe de Sylow du groupe de classes
dans une extensions & groupe de Galois Z, est controlée par une formule explicite qui
comporte une partie exponentielle, une partie linéaire, et une partie constante. Bien
que dans le premier travail [Iwa58] la formule n’eut été prouvée que pour L = Q(up)
avec L, = Q(uyn+1) (pour p impair) — ol uym dénote le groupe des racines p™-iémes
de I'unité dans Q — aucune hypothése n’est en fait nécessaire ni sur le corps de base
ni sur la définition explicite des corps L,. Afin de considérer des contextes plus géné-
raux, fixons une définition : une tour d’extensions comme dans (II.1.1) est appelée une
Zy-extension ; par correspondance de Galois, pour tout m > n > 0 'extension L,,/L, est
en fait galoisienne, & groupe de Galois cyclique d’ordre p™~", et on a [L,, : L] = p™ pour
tout n > 0. Il est facile de montrer que le corps QQ des rationnels ne posséde qu'une
unique Zp-extension pour tout premier p : lorsque p est impair, on pren(jl1 pour Q, le
sous-corps (totalement réel) du corps cyclotomique Q(uyn+1) qui est fixé par le sous-
groupe d’ordre (p—1) de Gal(Q(uyn+1)/Q) = (Z/p"*)* = Z/(p—1) x Z/p"; lorsque p = 2
on prend pour Q, le sous-corps totalement réel maximal (qui est d’indice 2) de Q(ugn+2).
Cette extension est la Zy-extension cyclotomique de Q, notée Qcy. = J,, Q, : tout corps
de nombres L posséde donc une extension cyclotomique L.y pour chaque p, définie
par L, = LQ, et telle que Lcyc = LQ¢y . Un argument facile de théorie du corps de
classes globale montre par ailleurs qu'un corps de nombres qui admet ro paires de
plongements complexes conjugués possede au moins (rp + 1) Zy-extensions linéaire-
ment indépendantes, mais I'extension cyclotomique joue un role particulier. En effet,
Iwasawa lui-méme proposa une conjecture remarquable, inspirée du comportement des
points rationnels de la jacobienne d’'une courbe sur un corps fini le long de l'unique
Zy-extension de celui-ci :

Conjecture p = 0 d’Iwasawa. Pour tout nombre premier p et tout corps de nombres L,
Iinvariant p qui apparait dans la formule (11.1.2) s’annule pour Lo, = Leyc.

Cette conjecture est un théoréme di & Ferrero et Washington (voir [FW79]) dans
le cas ou le corps L est une extension abélienne?. Il est par ailleurs bien connu
qu'elle est fausse en dehors du cadre cyclotomique, comme montré déja par Iwasawa
dans [Iwa73b].

La stratégie déployée par Iwasawa pour démontrer la formule (II.1.2) est de nature
algébrique. Pour la détailler, nous aurons besoin de la définition suivante :

1. Le conflit de notation entre le symbole @, qui indique le n-iéme étage de la tour p-cyclotomique
de Q et le symbole Q, pour indiquer le corps des nombres p-adique est courant en théorie d’Iwasawa et
ne pose normalement aucun probléme : nous nous y conformons.

2. On entend par ceci que L/Q est galoisienne et Gal(L/Q) est abélien.
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Définition I1.1.1. Soit I' un groupe profini : son algébre d’Iwasawa est le complété

A(T) = limZ, [ /N]
N

pour N parcourant les sous-groupes distingués d’indice fini de I', munie de la topologie

de la limite projective, ou la topologie sur chaque Z,[I'/N] est celle p-adique. Pour tout

sous-groupe d’indice fini N, I'idéal d’augmentation Jy est le noyau

In = Ker(A(T') — Z,[I'/N]).

On peut montrer que lorsque I' = Z,, 'algébre A(I') est un anneau local régulier
de dimension de Krull égale & 2 : en particulier, le seul idéal premier de hauteur
supérieure ou égale a 2 est I'idéal maximal m et donc les modules pseudo-nuls (au
sens de [Bou06, Chapitre VII, §4, no. 4, Définition 2]) sont finis car A(I')/m = F,. Le
théoréme de structure (voir [BouO6, Chapitre VII, §4, no. 4, Théorémes 4 et 3]) assure
que tout A(I')-module M de type fini intervient dans une suite exacte

0— K — M— AT o @ AT/ o PAT) /" — K —0 (I1.1.3)
=1 =1

ou 7 =rtkyqryM >0, a;,b; > 1; ou les v; C A(T") sont des idéaux premiers principaux
de hauteur 1 différents de pA(I'), donc tels que (p,t;) est d’indice fini dans A(T"); et ou
K, K' sont des modules pseudo-nuls, donc finis. En particulier, chaque A(T")/t; est un
Zp-module libre de rang d;, de sorte que rkz, A(T')/¢}* = a;d;. Supposons maintenant que
le A(T')-module de type fini M soit en plus de torsion : dans (II.1.3) on a alors r =0 et
les invariants d’Iwasawa de M sont définis par les formules

s e
)\M:Zaidi et MM:Zbi'
i=1 =1

Leur role provient de l'observation suivante : si pour tous les idéaux t; qui inter-
viennent dans (I1.1.3) et tout idéal d’augmentation J_,» =T, (n > 0), I'idéal (v;,J,) est

cyc

d’indice fini dans A(T"), il existe une constante v, telle que

P AT)/ (4, 3,)] = phartva
=1

et
P AT/, 3,)| = parr”.
=1

Si donc on demande au module de type fini et de torsion M que tous les idéaux
(Anny (M), T,) soient d’indice fini pour n > 0, on obtient — grace & la finitude de K
et de K’ dans (I1.1.3) — l'estimation

|M /3, M| = ptauP" FAuntv, (IL.1.4)

La preuve donnée par Iwasawa de la formule (II.1.2) consiste & chercher un A(T)-
module X qui satisfait aux conditions suivantes :
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a) X est de type fini et de torsion;
b) l'indice de (Annyr)(XL),Jn) dans A(T') est fini pour tout n > 0;
¢) pour n > 0 on a un isomorphisme Xy, /3, X1 = X1, ® Zp.

Grace a l'argument précédent, I'existence d’un tel module entrainerait directement la
formule (II.1.2). Le module considéré par Iwasawa est

XL = @(@Ln ® ZP)

ou la limite projective est prise par rapport aux normes Np 7 : r,, — (I, . Le fait
que Xy, soit un A(I')-module est immédiat car chaque ({1, ® Z, est un Z,[Gal(L,/L)]-
module, et il est facile de voir qu’il est de type fini; qu’il soit de torsion est déja plus
fin, et provient de la théorie du corps de classes globale. Les points b) et ¢) sont faux
en général, mais un petit argument de dévissage (détaillé, par exemple, dans [Ser60,
§§4-6]) permet néanmoins de conclure.

Fixons désormais un premier impair p > 3. Dans le travail [CN22] nous considé-
rons une variation prodiédrale et non galoisienne d’'une Z,-extension, dans le but de
généraliser la formule (II.1.2) au deld du cas galoisien. La définition de départ est la
suivante :

Définition I1.1.2 ([CN22, Definition 4.1]). Soit F' un corps de nombres et soit L., /F une
Zyp-extension. Supposons qu’il existe un sous-corps k C F' tel que, pour tout n >0, L, /k
est une extension galoisienne a groupe de Galois diédral D,» d’ordre 2p™. Pour n > 0,
soit K, un sous-corps de L, d’indice 2, choisi de facon a que K,_1 C K, pour tout
n > 1, et soit Ko = |J K,,. L’extension K /Ky = k est dite fausse Z,-extension de type
diédral®, et le corps F est 'extension quadratique normalisante de K. /k.

Remarque 11.1.3. Les fausses Zj-extension de type diédral apparaissent naturellement
dans le cadre des corps CM. On peut en effet montrer que le sous-corps totalement réel
maximal F* d’'un corps CM F admet au moins* r, fausses Zy-extensions, ou ro dénote
comme précédemment le nombre de paires de plongements complexes conjugués de
F. Un exemple particuliérement explicite est fourni par les corps quadratiques imagi-
naires, qui sont des corps CM dont le sous-corps totalement réel maximal est Q. Un
tel corps quadratique imaginaire F' admet une unique Zj-extension F,.; qui est galoi-
sienne mais non abélienne sur Q : on l'appelle la Z,-extension anticyclotomique de F.
Pour une telle extension, on peut choisir £ = Q dans la Définition I1.1.2 pour obtenir
une fausse Zp-extension de type diédral de Q, ce qui fournit une infinité d’exemples
de telles extensions.

Plagons-nous dans le contexte de la Définition I1.1.2 : soit I' = Gal(L/F’) et écrivons
I',, pour le sous-groupe I'?"; adaptons les Notations I.1.1 en remplacant les indices p”
par l'indice n, par simplicité, donc en dénotant D,, (resp. G,) le groupe Dpyn (resp. Gpn).

3. Nous traduisons ainsi I'expression fake Z,-extension of dihedral type de [CN22].
4. Et en fait exactement, si la conjecture de Leopoldt (qui sera rappelée sous peu) est vraie pour F.
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On obtient alors le diagramme suivant de corps :

Lo
In Ko
|
I
| (IL1.5)
|
K,

N

Les extensions K,,/K, ne sont pas galoisiennes pour m > n > 0 et les techniques
esquissées plus haut de théorie d’Iwasawa ne s’appliquent pas pour obtenir une formule
de croissance du nombre de classes dans I’extension K /k : par exemple, la limite

\
\
\
\
\

k

KXfake = @&Kn ® Zp

n’est pas un A(I')-module. Afin d’obtenir une telle formule, nous nous appuyons plutot
sur les résultats du §I.1 qui relient les ordres |, ® Z,| aux ordres |1, ® Zp|, pour
lesquels la formule (II.1.2) est disponible.

En prenant les valuations p-adiques dans le Théoréme 1.1.3 on voit que les valua-
tions p-adiques des nombres de classes dans (II.1.5) sont reliées, pour tout n > 0, par la
formule

20p(hi,,) = vp(hr,) + 2vp(hi) — vp(hp) + vp(IH (D, OF ) = vy (|H (D, OF)1):

en la combinant avec la formule (II.1.2) on obtient l'existence de trois invariants
P> ALws Vi telS que, pour tout n > 0,

20, (hic,) = firD" + A + Vi + 0p (| H (D, OF ) = v (|[H (D, OF )l) - (LL6)

(on a intégré les constantes 2vy,(hy) et —v,(hr) dans le terme v, ). Le probléme devient
donc celui d’établir une formule asymptotique pour 'ordre des groupes de cohomologie
fl_l(Dn,OZn) et I?[O(Dn,(’)zn) lorsque n — co. Observons & nouveau que ces groupes
ne sont pas munis d’'une structure de G,-module non-triviale et donc les techniques
algébriques usuelles en théorie d’Iwasawa, qui suggérent d’étudier le comportement
d’une suite de groupes finis en les réalisant comme quotients d’'un A(I')-module, ne
s’appliquent pas.

La contribution principale du travail [CN22] est la définition d’'un cadre catégorique
convenable ol une étude asymptotique de groupes finis puisse étre menée. Le point de
départ est l'observation que les groupes de cohomologie ﬁ_l(Dn,(’)Zn) et fIO(Dn,O;n)
constituent, pour n > 0, & la fois un systeme inductif par rapport & des morphismes
d’inflation et un systéme projectif par rapport & des morphismes induits par les normes.
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Comme l'absence d'une action galoisienne ne permet pas de récupérer, pour n donné,
le groupe H*(D,, (’)Zn) (i =0,—1) seulement a partir de la connaissance des limites

ﬁgﬁi(Dn,Oin) ou T&ﬂﬁi(DmOfn),

il est nécessaire de travailler avec des systemes doubles plutdot que de passer aux
limites. Le désavantage devient alors que travailler « & groupes finis prés » (la notion
algébrique qui correspond & l'aspect « asymptotique » de la formule (I1.1.6)) n’a plus
aucun sens, du moment que chaque groupe de ces systémes est fini et est donc « trivial
a4 un groupe fini prés ».

Pour pallier ce probléme, nous définissons une catégorie DS{"" % formée de « sys-
témes doubles de groupes finis » avec une condition de finitude sur leurs limites induc-
tives et montrons que pour M, € {O] ®Zy,, L) ®Zy, 11, @Zp, Aj ®7Zp,Cr, @Zp} (avec les
notations fixées dans (I1.1.5)), les systemes (ﬁi(Dn,Mn))@O, pour tout ¢ € Z, sont des
objets de cette catégorie. Le résultat principal de notre travail est la définition d’une

sous-catégorie épaisse B%O'f‘_g‘ - DS%O‘f'_g' par rapport & laquelle on peut considérer la

catégorie quotient DS 78 /B8 Nous montrons que cette catégorie quotient est
I’endroit naturel ou traduire en termes algébriques les calculs asymptotiques du cardi-
nal de groupes finis; de plus, comme il s’agit d’'une catégorie abélienne, nous disposons
des techniques standard d’algébre homologique. Nous obtenons, simplement par appli-
cations successives du lemme du serpent dans cette catégorie quotient, une formule
« a la Iwasawa » qui controle la croissance des groupes de cohomologie de Tate des
modules galoisiens apparaissant dans (II.1.5). En combinant ce résultat avec (I1.1.6),
nous obtenons le

Théoréme II.1.4 ([CN22, Theorem 4.6 et Corollary 4.8]). Soit K. /k une fausse Z,-
extension de type diédral. Il existe trois constantes i, ., Vg € Z[%],)\fake € Z telles
que

Up(hK,) = akeP" + Make? + Veake pour tout n > 0. (IT.1.7)

En outre, linvariant M\, est encadré par les inégalités
2 2

ol Ay, est l'invariant d’lwasawa associé a la Zy-extension Lo /F et a,b sont définis
comme dans le Corollaire 1.1.5.

> )‘fake >

Un tel résultat n’est pas entiérement nouveau. Dans le cas particulier ou F/Q est
galoisienne telle que Gal(F/Q) est abélien d’exposant divisant (p — 1), et ol Lo, /Q est
aussi galoisienne, le Théoréme 11.1.4 est un cas particulier de [JauSla, Théoréme 3].
Toutefois, a notre connaissance, notre travail est la premiére étude systématique de la
croissance des groupes de cohomologie de Tate généraux dans les Z,-extensions.

Dans certains cas particuliers, nous pouvons améliorer les inégalités sur les inva-
riants qui apparaissent dans (II.1.7). Pour énoncer ce résultat nous aurons besoin de la
conjecture suivante :

Conjecture de Leopoldt. Soit E un corps de nombres et soit ro le nombre de paires
de plongements complexes conjugués de E. Le nombre de Z,-extensions linéairement
indépendantes de E est égal a ro + 1. En particulier, tout corps totalement réel ne
posséde qu’une unique Z,-extension, qui est sa Zy,-extensions cyclotomique.
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L’autre conjecture qui apparait dans le corollaire suivant est la Conjecture de
Gross : comme elle ne jouera aucun role dans le reste du mémoire, nous préférons
renvoyer & [Gro81, Conjecture 1.15 and (1.21)] pour son énoncé précis. Nous nous conten-
tons de mentionner que tant la Conjecture de Leopoldt que la Conjecture de Gross sont
établies pour les corps abéliens (tels les corps quadratiques, par exemple).

Corollaire 11.1.5 ([CN22, Corollary 4.14 et 4.18]). Si F' est un corps quadratique ima-

ginaire el Lo, = Fani est sa Zy-extension anticyclolomique (voir Remarque 11.1.3), on
a
Ap,+1 . , .
x st p est décomposé dans F/Q;
)‘fake =
AITW st p n’est pas décomposé dans F/Q;

en particulier, A, est impair si p est décomposé dans F/Q, et est pair sinon.

Plus généralement, soit F un corps CM de degré [F : Q] = 2d. Supposons que k = F*
soit son sous-corps totalement réel maximal, que p soit completement décomposé dans
F/Q et que Lo /Q soit galoisienne. Alors

Ay +1-d

)‘fake > 2

Si, de plus, les conjectures de Leopoldt et de Gross sont vraies pour F, alors

Ay +2—d

)‘fake 2 2

Le résultat de parité pour l'invariant d’Iwasawa classique dans la Zj-extension
anticyclotomique d’'un corps quadratique imaginaire avait déja été obtenu par Gillard
dans [Gil76, Théoréme 2 et Théoréme 1-Corollaire] et par Carroll-Kisilevsky dans [CK82,
Theorem 5]. Dans le méme travail, ces derniers auteurs ont aussi prouvé une généra-
lisation du Corollaire I1.1.5 au dela du cas prodiédral mais seulement lorsque Gal(F/Q)
est abélien d’exposant divisant (p — 1).

[.2 Théorie d’Iwasawa résiduelle et invariants d’Iwasawa signés
avec Sujatha R.

Dans cette section nous fixons un corps de nombres L/Q ainsi qu'un nombre premier
impair p > 3. Etant donnée une courbe elliptique E/L, nous allons nous intéresser
a la théorie d’Iwasawa cyclotomique de la représentation galoisienne p-adique attachée
a E. On fait ’hypothése de travail suivante :

La courbe elliptique E/L a bonne réduction a toute place de L divisant p.

Soit Leye/L la Zy-extension cyclotomique de L et notons L,, pour n € NU {cyc}, les
sous-corps intermédiaires de Lcy./L = Lo. Le groupe de Galois Gal(Lcy./L) sera noté
Ieye. Comme au §1.2, on considére fixées des clotures algébriques & la fois du corps Q
et des différents corps p-adiques Q,, ce qui nous permet de dénoter sans ambiguité
par Gr le groupe de Galois absolu de tout corps F' qu’on sera amené a considérer; par
simplicité on écrira HY(F,V) pour le i-éme groupe de cohomologie du groupe profini
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Gr & coefficients dans un Gr-module discret V. Etant donné un groupe abélien A et un
entier n, indiquons par A[n| les éléments de A de n-torsion,

Aln] = {a € A tels que n-a = 0}.

Par petit abus de notation, nous écrirons E[p¥] et E, respectivement, pour dénoter les
modules galoisiens E[p*](Q) et E(Q).
Pour tout n > 0, et tout k£ > 1, considérons le groupe de Selmer associé a E[pk] :

Sel(E[p*]/L,) = Ker(Hl(Ln, Ep"]) — D H' (Lu, E)[poo]) (I1.2.1)

(pour v parcourant toutes les places non-archimédiennes de L,). En partant de cette
définition, on peut construire

(A) le groupe Sel(E[p™]/L,), en prenant la limite inductive sur k des groupes définis
dans (I1.2.1), par rapport aux morphismes induits par E[p¥] < E[pF*1];

(B) le groupe Sel(E[p¥]/Lcyc), en prenant la limite inductive sur n des groupes définis
dans (II.2.1), par rapport aux applications de restriction;

(C) le dual de Pontryagin X(E[p*]/Ly) = Homg, (Sel(E[p*]/L,),Q,/Zy), défini pour tout
n € NU {cyc} et tout 1 < k < 0.

Nous renvoyons & l'article [Gre99] et & l'ouvrage [CSI10] pour les généralités sur la
cohomologie galoisienne des courbes elliptiques, notamment a [Gre99, Chapter 2] et
a [CS10, Chapter 1].

Les groupes X(E[p™]/Lcyc) jouent un role analogue au module X défini au §II.1 :
en premier lieu, ils sont munis d’'une structure de A(I‘Cyc)-modules et, en tant que tels,
ils sont de type fini (voir [CS10, Lemma 2.4]). Leur structure est plus délicate, et on
a le théoréme suivant (sous I'hypothése toujours en vigueur que la courbe ait bonne
réduction au-dessus de p) :

Théoréme (Mazur [Maz72], voir aussi [CS10, Theorem 2.6 et Theorem 2.7]). Le A(Tcyc)-
module X(E[p*>]/Lcyc) est de torsion si et seulement si la réduction de E/L est ordinaire
a toute place de L divisant p.

Il suit du théoréme de Mazur ci-dessus que, lorsque la réduction de E/L est ordinaire
a toute place p-adique, le théoréme de structure pour les A(I'¢yc)-modules mentionné
au §II.1 s’applique et on peut associer & X(E[p>]/Lcy) deux invariants d’Iwasawa I,
et )\E/L. Tout comme dans (II.1.4), ces invariants apparaissent dans une formule asymp-
totique qui controle la croissance de l'ordre du groupe de Tate-Shafarevich : dans le
cas ordinaire et en supposant que III(E/L,)[p] soit fini pour tout n, on a

vp (|ILL(E/Ly)|) = pg/pp" + Ag/pn+ v/ pour tout n > 0 (I1.2.2)

pour un entier Ve/L indépendant de n (voir [Gre99, Theorem 1.10]). En outre, le fait
que X(E[p™]/L¢yc) soit un module de torsion donne un sens a la définition de sa série
caractéristique et une Conjecture Principale reliant cette série caractéristique a une
fonction L p-adique peut étre formulée : nous n’aurons pas 'occasion de discuter ni de
fonctions L p-adiques associées aux courbes elliptiques, ni de la Conjecture Principale,
et nous renvoyons a [MSD74] et & [MTT86] pour une discussion détaillée.
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Concentrons-nous maintenant sur le cas ou la réduction de E/L est supersinguliére
a certaines places p-adiques dans L. Le théoréme de Mazur cité précédemment montre
que le A(I'cyc)-module X(E[p™]/Lcyc) n'est pas de torsion et I'approche classique pour
en étudier la théorie d’Iwasawa & travers le théoréme de structure pour les A(T'yc)-
modules n’est plus adaptée. Pour pallier ce probléme, Kobayashi définit dans [KobO3]
(en s’appuyant, entre autre, sur les travaux de Perrin-Riou, voir [PR93]) des variants
« signés » du groupe de Selmer (et de son dual), dans le cas ou L = Q. Pour tout
n € NU {cyc} il définit deux sous-A(I'¢yc)-modules

Sel™ (E[p™]/Qn) C Sel(E[p™]/Qn) et Sel”(E[p™]/Qu) C Sel(Ep™]/Q.)  (11.2.3)

ainsi que, au niveau infini, leurs duaux de Pontryagin, en analogie avec la définition
du module X(E[p*°]/Qcyc) :

xi(E[poo]/@cyC) = HomZp (Seli(E[poo]/QcyC)a Qp/Zp)'

L’avantage de cette approche est que ces groupes signés sont des A(I'cy.)-modules de
torsion, et par conséquent des invariants ,quE/Q et )\jEE/Q peuvent étre définis. Que ces
groupes signés aient une signification arithmétique est témoigné par le fait qu'une
formule analogue & (IL.2.2) peut étre établie®, notamment v,(|II(E/Q,)|) = e, ou
(voir [Kob03, Theorem 1.4])

[ng2
n—1—2m, n n n+1] _
€n = Z p 1m2m [5] + [5} AE/Q + [ 92 :| AE/Q —n-rkg E(Qcyc)
m=0
3 25 (124
+ ¢(p2m)ME/Q + Z ¢(p2m_1)ME/Q + Vg0 pour tout n > 0.
m=1 m=1

De plus, le travail [Pol03] montre que la fonction L p-adique L,(E/Q,s) d’'une courbe
elliptique & réduction supersinguliére peut se décomposer comme une somme

Ly(E/Q,s) = L, (E/Q,s) - log*(s) + L, (E/Q, s) - log™ (s),

ol les deux séries log*t € Q,(T)) ont une croissance logarithmique au bord du disque
unitaire dans C,, et les L;,E(E/@, s) sont des séries de puissances dans Z,[T]. La Conjec-
ture Principale de la théorie d’Twasawa de E/Q prédit alors que les éléments Lff(E/Q, s)
engendrent les idéaux caractéristiques de %i(E[poo]/@cyc) tout en interpolant les va-
leurs spéciales de la fonction L complexe L(E/Q,s), ce qui appuie la valeur arithmé-
tique des groupes de Selmer signés Sel* (E[p™]/Q,,).

La question que nous abordons dans le travail [NS23] est celle de l'invariance
des groupes de Selmer signés (ou, au moins, des leurs invariants d’Iwasawa) par
congruences. L’observation de départ est la suivante : on a vu dans (II.1.3) que tout
A(T¢yc)-module M de type fini et de torsion admet un morphisme

M — P A(Teye) /e © D ATeye) /0" (avec ai,b; > 1) (11.1.3)
=1

i=1

5. Sous I'’hypothése que tous les groupes de Tate-Shafarevich soient finis, évidemment.
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a noyau et conoyau finis et que ceci donne lieu a la définition des invariants p,,, A;,.
On voit facilement que \,; est le Z,-rang du quotient de M par son sous-groupe de
p>°-torsion, et que e (le nombre de composantes de p-torsion dans (II.1.3)) est le rang
du quotient M/pM en tant que module sur l'algébre quotient A(I'cyc)/p : en particu-
lier, M/pM est de (A(Fcyc)/p)-torsion (ou, de fagon équivalente, M/pM est fini), si et
seulement si e = p,; = 0. De plus, pour un module M sans A(I'cy)-sous-modules finis
non-triviaux (donc tel que tout morphisme comme dans (I.1.3) est en fait injectif) et
tel que p,, =0, 'invariant \,, coincide avec la dimension sur F, de M/pM.

Une conséquence de cette discussion est que si M et N sont deux A(I'cy.)-modules
(de type fini et) de torsion tels que M/p = N/p, alors

sy =0 uy =0; (11.2.5)
et, sous (I1.2.5), si ni M ni N n’ont aucun sous-A(I'¢y.)-module fini non-trivial, alors
Auy = Ay (I1.2.6)

L’intérét de ce qui précede dans le contexte de la théorie d’Iwasawa des courbes
elliptiques s’appuie sur les résultats suivants, que nous résumons dans un énonceé
unique par commodité, en renvoyant a [Gre99, Proposition 4.14], & [Kim13, Theorem 1.1]
et & [KO18, Theorem 4.8] pour les détails ainsi que pour les hypotheses précises :

Théoréme (Mazur, Greenberg, Kim, Kitajima—Otsuki). Le A(T'¢yc)-module X(E/Lcy.) n’a
pas de sous-modules finis non-triviaux lorsque E a bonne réduction ordinaire aux
places p-adiques; dans le cas supersingulier, le méme résultat reste vrai en rempla-
cant X(E/Lecyc) par X*(E/Leye).

En combinant (I1.2.5)—(11.2.6) avec le théoréme précédent, il est naturel de se poser
les questions suivantes :

(A) est-ce que l'annulation de l'invariant Pe/r (resp. d’'un des invariants /ﬁEE/L) dans
le cas ordinaire (resp. dans le cas supersingulier) ne dépend que de la classe
d’isomorphisme de E[p]?

(B) est-il vrai que si deux courbes elliptiques E;, Ey vérifient E;[p] = Ea[p], (éventuel-
lement sous I’hypothése que les invariants '“Ei/L s’annulent), alors )\’El/L = ’EQ/L,
ol * est le symbole vide lorsque la réduction est ordinaire et * € {4+, —} lorsque
la réduction est supersinguliére ?

(C) lorsque la réponse au point (B) est négative, est-il au moins possible de donner
une formule qui relie )\El/L et )\EZ/L pour deux courbes elliptiques telles que E;[p] =
Ea[p], (éventuellement sous I'hypothése que les invariants IU’E-/L s’annulent) ?

Greenberg et Vatsal ont abordé les problémes (A)-(C) dans le cas de réduction ordinaire.
Leur résultat est le suivant®

Théoréme (Greenberg-Vatsal, voir [GVOO, Theorem 1.4 et Theorem 1.5]). Dans le cas
ordinaire, la réponse au point (A) est « oui ». La réponse au point (B) est « non » : il
existe une famille explicite infinie de courbes elliptiques E; (pour i € Q\{ ensemble fini})
telles que

Ei[5] = A[5]

6. Une hypotheése technique est requise dans [GV00], mais nous la passons sous silence ici, en renvoyant
au travail original pour les détails.
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ot A est la courbe elliptique A: y?> = x3 + 2 — 10 (qui est 5-ordinaire) mais telles que
les )\Ei sont non-bornés (voir [GVOO, p. 22]). La réponse au point (C) est « oui », el une
formule explicite est donnée dans [GVOO, (9)].

Le but de notre travail [NS23] est d’aborder les questions (A)-(C) dans le contexte
supersingulier. Pour ce faire, il est commode de donner une autre définition de groupe
de Selmer, équivalente a (I1.2.1), en termes d’applications de Kummer : pour tout n > 0
et toute place v de L,,, considérons le morphisme k,, limite pour £k — oo des morphismes
de bord induits par la multiplication par p* :

Kot E(Lnw) ® Qp/Zy —> H' (L, E[p™))

On peut montrer que le noyau Ker([n[l(Lm,7 Ep*) — H (Lo, E)) coincide avec Im(k,),

et par conséquent
Sel(E/Ly,) :{c € HY(L,,E[p™]) telles que resﬁ:v ¢ € Im(k,) pour toute place v}.

En ce sens, on peut interpréter les classes de cohomologie qui sont dans le groupe
de Selmer comme « provenant d’un point local & toute place ». La premiere étape de
I'étude dans [NS23] est la généralisation, pour tout choix d’un vecteur t € {+, —}*= (ou1
Sss est 'ensemble des places p-adiques de L ou la réduction de E est supersinguliére),
de la définition du groupe de Selmer signé de Kobayashi : pour I'introduire, soit p une
place supersinguliere pour E/L, fixons ¢t > 1 et soit & le signe I, € {+,—}. On dispose
alors d’'un morphisme de Kummer

t
REOE Ef (Lnp)/P'Ef (Linp) —> H (Lnp, E[p']) (I1.2.7)

ol E;t est la composante « signée » des points locaux de la courbe E : nous ren-
voyons a [NS23, Definition 3.2 et Lemma 3.4], inspirés de [Kob03, Definition 3.13 et
Lemma 8.17], pour les détails. Posons REE =1 /#;t’i. Le groupe de Selmer multi-
signé est alors la limite inductive, par rapport aux morphismes de restriction,

Sel' (E[p™]/Leye) = i  Ker(H'(GF ,Ep™]) —
LgLnCLcyc
(11.2.8)

D L ¥ & @) H (L €]/ T H).
[Esbadusord pesss

Dans (I1.2.8) le symbole Sp,q dénote 'ensemble fini des places de L ou E a mauvaise
réduction et Sy.q dénote ’ensemble des places au-dessus de p ou elle a bonne réduction
ordinaire : finalement, S est la réunion S = Spaq U Sorq U Sss €t gf = Gal(L®/L) est le
groupe de Galois de I'extension maximale de L non-ramifiée en dehors de S. On note
XH(E[p™]/Leye) le dual de Pontryagin de Sel*(E[p™]/Leye).

La deuxiéme étape consiste & définir les équivalents résiduels’ des groupes ci-
dessus : afin d’utiliser les techniques introduites dans [CS05b], on veut que les groupes
résiduels soient en rapport avec les groupes de Selmer fins définis ibid. (et qui feront
I'objet des §§11.3-11.4). Sans rentrer dans trop de détails, nous nous contentons ici de
remarquer que les démonstrations reposent sur la théorie des groupes p-divisibles, &

7. Appelés groupes de Selmer signés résiduels fins dans [NS23].
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travers le travail [CG96], et il n’est pas suffisant de se borner au cas ¢t =1 dans (I1.2.7)
afin de pour batir une théorie « résiduelle » (voir [NS23, Remark 3.5] pour une discus-
sion approfondie). La définition appropriée sera la suivante :

RYE]/Loye) = lim  Ker(H'(GF,.Elp) — €D H'(LosElp) e
LCL,CLcyc [€Sbad
‘ N , (11.2.9)
P H' (Lo, Ealp)) & @ H Ly, Elp))/ Im iy ™)
qesord PESss

ol Eq dénote la réduction de E modulo le premier g de réduction ordinaire. Comme
la notation R*(E[p]/Leye) le suggere, ces groupes de Selmer ne dépendent que de la
classe d’isomorphisme de la représentation E[p] (voir [NS23, Corollary 4.3]), et il y a
une injection de (A(Teyc)/p)-modules discrets

R (E[p]/Leyc) — Seli(E[poo]/LcyC) [p]

a conoyau fini (voir [NS23, Corollary 4.6]). On note enfin yi(E[p]/LCyc) le dual de Pon-
tryagin de R¥(E[p]/Leyc)-

Afin d’énoncer notre premier résultat, introduisons I’hypothése suivante (toujours
en supposant que E/L ait bonne réduction & toute place de L divisant p) :

a) Sss est non-vide;

b) tous les premiers pi,...,pq dans Sg sont totalement décomposés
dans L/Q, donc Ly, = Q, pour tout 1 <i < d;

c) l+p-— |E(Fpl)] = 0, ou Fy, est le corps résiduel de p; et E dénote la (Hyp 1)
réduction de E modulo n’importe quel premier p1,...,py de réduction
supersinguliére (ces réductions étant toutes isomorphes);

d) lindice de ramification e(p) dans l'extension L/Q de tout premier
p € Sora ou E a bonne réduction ordinaire est au plus égal & p — 1.

Théoréme I1.2.1 ([NS23, Theorem 4.13]). Soient E; et Es deux courbes elliptiques définies
sur L, qui satisfont | "hypothése (Hyp 1) et telles que Ei[p] = Ez[p] en tant que représen-
tations galoisiennes. Alors, les ensembles SL et S% des premiers supersinguliers pour E;
et Es coincident : soit Sy cet ensemble. Etant donné un vecteur Ie{+, f}SSS, supposons
que les modules X*(E;[p™]/Leyc) soient de A(Teye)-torsion (pour i = 1,2) et notons ,LLE les
invariants d’lwasawa correspondants. Alors

uiEl =0 /LE =0 (I1.2.10)

Remarque 11.2.2. Comme mentionné plus haut, dans le cas particulier ou L = Q, les
modules X*(E;[p™]/Qcyc) sont de type fini grace aux travaux de Kobayashi. Pour des
criteres de finitude dans le cas général, nous renvoyons a [KOI18].

L’application principale du théoréme précédent est la suivante :

Théoréme 11.2.3 ([NS23, Theorem 4.20]). Soient E; et Es deux courbes elliptiques définies
sur L et satisfaisant aux hypothéses du Théoréme 11.2.1, et soit T € {+, —}5=. Supposons
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que ,uiEl =0 (ou que ,ujéz) = 0, ce qui est équivalent grdace a (11.2.10)) et que les modules

XHE;[p™®]/ Leye) n’aient pas de A(Teye)-sous-modules non-triviaux, pour i = 1,2. Alors

At, = ot + O, (I1.2.11)

pt = dimp, V*(E[p]/Leye)

ne dépend que de la représentation résiduelle Eq[p] = Eap|, et dg, € Z=o est un terme
correctif explicite — défini dans [NS23, Definition 4.5] — qui est borné par

2 - |{places de Lcy. au-dessus de Shaq U Sord} |-

Dans [NS23, §5] nous proposons des exemples numériques de familles de courbes
satisfaisant aux conditions du Théoréme I1.2.3 et nous en calculons les invariants
d’Iwasawa grace a la formule (I1.2.11)

II.3 Groupes de Selmer fins, extensions de Lie p-adiques abé-
liennes et Conjecture de Greenberg Généralisée
avec D. Kundu et Sujatha R.

Fixons un corps de nombres L et une courbe elliptique E/L, qui aura bonne réduction
en dehors d’ un ensemble fini Sy.q de places de L. Etant donné un premier impair
p, nous écrivons S, pour 'ensemble des places p-adiques de L.

Nous avons vu au §I1.2 que pour tout premier p tel que S, N Spag = 0, le module
X(E[p*>°]/Lcyc) n’est de torsion sur l'algebre d’Iwasawa A(I'cyc) du groupe de Galois
cyclotomique T'eye = Gal(Lcye/L) que lorsque la réduction en p est ordinaire. Alors
qu'au §I1.2 nous avons pallié ce probléme en nous intéressant aux groupes de Selmer
(multi)-signés, dans cette section et dans la suivante nous allons travailler avec les
groupes de Selmer fins, dont les groupes R¥(E[p]/Lcyc) introduits dans (I1.2.9) sont une
version « résiduelle » modulo p. Ces variants des groupes de Selmer usuels ont été in-
troduits par plusieurs auteurs, citons notamment Perrin-Riou dans son article [PR93],
mais c’est surtout & partir du travail [CSO5b] de Coates et Sujatha qu’ils ont été étu-
diés de facon systématique en théorie d’Iwasawa, méme au dela du cas cyclotomique.
Nous renvoyons aux références mentionnées dans [CSO5b, §3] pour un historique des
résultats obtenus qui les concernent : leur role central pour 'analyse de I'arithmétique
cyclotomique d’une courbe elliptique a été étudié par Wuthrich dans sa thése (voir en
particulier [WutO7, Corollary 6.3]).

Afin de décrire le cadre non-cyclotomique, et parfois non-abélien, de la théorie
d’Twasawa pour E/L, nous aurons besoin de la définition suivante :

Définition I1.3.1. Soit p un premier impair et soit S un ensemble de places de L conte-
nant S,. Une extension Lo /L est S-admissible si
i) le groupe de Galois Gal(L~ /L) est un groupe de Lie p-adique sans éléments d’ordre
p;
ii) Pextension cyclotomique L¢y. est contenue dans Lo ;

iii) I'extension L., est contenue dans L5, donc elle est non-ramifiée en dehors de S.
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Pour tout corps de nombres F' D L et tout premier p ¢ Spaq, le groupe de Selmer fin
de la représentation E[p™] est le noyau

R (E[p™]/F) = Ker(Hl(Gﬁ, Ep™) — P H'(F., E[p°°])), (11.3.1)
veS

ou § = S, U Spaa- Un argument classique montre qu’il est indépendant de S. Etant
donnée une extension S-admissible L,/L, en passant aux limites inductives sur les
sous-extensions L C F C L, on peut définir le groupe Z(E[p*°]/Ls), comme détaillé
dans [KNS24, §2.3]. Les duaux de Pontryagin des groupes Z(E[p>]/F) seront notés
D(E[p>]/F); pour toute extension S-admissible L,/L le groupe 9 (E[p>]/L~) est muni
d'une structure de module sur l'algebre d’Iwasawa A(I's) du groupe I'no = Gal(Loo/L),
et il est facile de montrer qu’en tant que tel il est de type fini. Le premier résultat qui
joue un role majeur dans notre étude est le suivant :

Théoreme ([CSO5bh, Lemma 3.1]). Avec les notations introduites ci-dessus, soit p un pre-
mier impair tel que Sy N Spaa = 0 et soil Lo /L une extension de Lie p-adique qui est
S-admissible. Ecrivons To, = Gal(Loo/L). Le A(Ts)-module (E[p™]/Ls) est de torsion
si et seulement si H?(Gal(L® /L), E[p>]) = 0.

Afin d’introduire la perspective générale derriére le travail [KNS24], il est opportun
de discuter ’hypothéese d’annulation du groupe de cohomologie galoisienne qui apparait
dans le théoréme ci-dessus. Nous l'isolons sous la forme suivante :

Conjecture de Leopoldt faible pour E. H?(Gal(L®/Ls), E[p™]) = 0.

Son nom provient de I'analogie entre la représentation de torsion E[p>] = @E[pn]
et la représentation Q,/Z,(1) = ling fipn, en ayant en vue la

Conjecture de Leopoldt faible. H?(Gal(L%/Lw.),Q,/Zy(1)) = 0.

Le rapport avec la Conjecture de Leopoldt, dont la Conjecture de Leopoldt faible
est un affaiblissement, provient de [NSWOS, Theorem 10.3.6] : celui-ci montre que
la Conjecture de Leopoldt est équivalente & l'annulation H2(G7,Q,/Z,) = 0, pour le
groupe de Galois G7 tout entier, plutot que seulement pour son sous-groupe Gal(L®/Lo.)
qui apparait dans la Conjecture de Leopoldt faible — observons qu’il y a un isomor-
phisme Q,/Z, = Q,/Z,(1) en tant que représentations de Gal(L®/L,) grace a la condi-
tion ii) de la Définition I1.3.1. Dans le cas de I’extension cyclotomique Lo, = LCyC/L,
la Conjecture de Leopoldt faible est un théoréme, du & Iwasawa et Greenberg (voir
[NSWOS8, Theorem 10.3.25]); sa version pour les courbes elliptiques, toujours dans le
cas ou Lo, = Leye, a été étudiée par Schneider, qui en a montré plusieurs critéres de
validité dans [Sch83]. Dans le cas ou L = Q elle a été démontrée par Kato (voir [KatO4,
Theorem 12.4]); pour L/Q abélien, et sous les hypothéses que E/L ait réduction su-
persinguliére en p et que E(L)[p] # 0, c’est un théoréme de Schneider (voir [Sch85,
Theorem 5]); pour L quelconque, un argument de suite spectrale de Hochshild-Serre,
combiné avec [CS10, Proposition 1.9], montre qu’elle est vraie des lors que Sel(E/L) est
fini.

L’idée que certaines propriétés cohomologiques de la représentation Q,/Zy,(1) (ou
de pp) soient en fait générales et donc valables aussi pour E[p™] (ou pour E[p]) est un
théme récurrent en théorie d’Iwasawa, et probablement la « Conjecture Principale de
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Mazur » qui généralise au cas des courbes elliptiques (ordinaires) la Conjecture Princi-
pale classique — originairement énoncée pour Q,/Z,(1) — rentre aussi dans ce cadre.
Sous cette perspective, Coates et Sujatha ont introduit deux conjectures dans [CS05b]
dont la premiére généralise la Conjecture p = 0 d’Iwasawa :

Conjecture A. Le groupe H?(Gal(L®/Lcy.),E[p]) est réduit a 0.

Que cette conjecture soit étroitement liée & la Conjecture p = 0 d’Iwasawa est
détaillé dans [CSO5b, Theorem 3.4] ou 'on démontre qu’elles sont en fait équivalentes
lorsque E[p](L) = E[p](Q). En outre, [NS23, Proposition 4.8] montre qu'elle entraine
la Conjecture de Leopoldt faible pour E, ce qui met en évidence son importance dans
I’étude de la théorie d’Iwasawa de E. Le premier résultat que nous obtenons est le
suivant :

Théoréme I1.3.2 ([KNS24, Theorem 3.1]). Supposons que E/L soit le changement de

base (E/Q) Xgpec(q) Spec(L) d’une courbe elliptique ralionnelle el faisons I’hypothése

que les groupes E(L) et 1II(E/L) sotent finis. Lorsque E a multiplication complexe par

un corps quadralique imaginaire K, supposons en plus que la cloture galoisienne L°¢

contienne K. Alors la Conjecture A est vraie pour un ensemble infini de nombres premiers
1

ordinaires, de densité supérieure ou égale a IR

La démonstration du théoréme consiste & produire une infinité de premiers p (de
la densité prescrite) qui sont ordinaires pour E/Q et tels que la série caractéristique
p-adique f,(T) € Z,[T] associée & X(E[p>]/Lcy.) est une unité. Ceci entraine & son
tour que X(E[p™]/Lcyc) est fini, car le théoréme de Mazur rappelé au §I1.2 (valable
grace a I’hypothése que les premiers soient ordinaires) garantit qu’il s’agit d’'un mo-
dule de A(Fcyc)—torsion; il sera d’ailleurs trivial, car (voir a nouveau le §I1.2) il ne
contient pas de sous-A(I'cyc)-modules finis non-triviaux. Finalement, X(E[p™]/Lcyc) = 0
force Y(E[p>]/Lecyc) = 0, et la Conjecture A suit. Le point délicat dans la construction
de nombres premiers ordinaires tels que la série caractéristique correspondante est
triviale est un théoréme de Murty (voir [Mur97]) qui contraint les premiers anomaux
a former un ensemble de densité 0 : ce théoréeme n’étant valide que pour les courbes
elliptiques modulaires, nous avons rajouté ’hypothése que E provienne d’une courbe ra-
tionnelle. Un autre ingrédient essentiel pour la démonstration est le théoréme [Mer96,
Théoréme] de Merel qui garantit une borne sur la taille du sous-groupe de torsion
de E(L), borne qui ne dépend que de [L: Q).

En ce qui concerne les cas supersingulier, une adaptation de la démonstration du
théoréme précédent donne le

Théoréme I1.3.3 ([KNS24, Theorem 3.3]). Soit E/Q une courbe elliptique el supposons
que Sel(E[p>]/L) soit fini. Alors la Conjecture A pour E/L est vraie pour presque tous
les premiers de L ot E a réduction supersinguliere.

La différence principale par rapport & la démonstration du Théoréme 11.3.2 consiste
a remplacer le A(Tcyc)-module X(E[p™]/Leye) par les groupes signés X+ (E[p®°]/Leyc)
introduits au §II1.2.

L’énoncé de la Conjecture A peut étre généralisé & toute extension S-admissible
Lo /L, et cette généralisation est tout particulierement pertinente dans le programme,
initié par Coates dans [Coa99] et poursuivi avec ses collaborateurs, de la théorie d’Iwa-

sawa non-commutative. Cette généralisation a & nouveau été introduite dans le tra-
vail [CS05b] et prend la forme suivante :
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Conjecture B. Soit L.,/L une extension qui est S-admissible et telle que son groupe
de Galois To, = Gal(Loo/L) soit de dimension® supérieure ou égale @ 2. Alors la Conjec-
ture A est vraie, et le groupe Y (E[p™]/Ls) est un A(T's)-module pseudo-nul, c’est-a-dire
que

Extypy (M, A(To))= 0.

Remarque. Dans le cas (abélien) de dimension 1, tel celui du groupe I'cyc, la condition
d’étre pseudo-nul est équivalente a étre fini (voir [NSWOS8, V, §1, Remarks to Defini-
tion 5.1.4)).

Bien que la perspective d’étendre les résultats, surtout ceux de caractére cohomo-
logique, de la représentation Q,/Z,(1) & la représentation E[p>] soit intéressante en
général, dans le cadre de la multiplication complexe elle devient considérablement plus
naturelle : historiquement, d’ailleurs, le travail [CSO5a] a été la premiére étude consa-
crée aux questions posées dans [CSO05b], et s’est justement focalisée sur le contexte
CM. Comme il 'a déja été discuté au §1.2, la théorie de la multiplication complexe est
étroitement liée & la théorie du corps de classes pour les corps quadratiques imagi-
naires et dans la deuxieme partie du travail [KNS24] nous étudions la Conjecture B —
et donc, en particulier, la Conjecture A — dans ce cas.

Un premier résultat dans cette direction est le suivant :

Théoréme 11.3.4 (([KNS24, Theorem 4.6]). Etant donnés un corps quadratique imagi-
naire K et un premier p > 5 décomposé dans K/Q, soient L un corps de nombres
contenant K et E/L une courbe elliptique avec CM par Ok. Supposons que E/L ail
bonne réduction aux places dans S, et que le groupe de Galois Gal(L(E[p>])/L) soit
isomorphe & Z2. Si le groupe Q(E[p™]/Leyc) est fini, alors la Conjecture B est vraie.

La démonstration du théoréme repose essentiellement sur les techniques d’algébre
homologique de [CS10], surtout dans la forme développée dans [NS23], et sur le théo-
réme de structure des algebres d’Iwasawa. Plus précisément, notons I'sx le groupe
Gal(L(E[p™>])/L) et soit H C I'y le sous-groupe H = Gal(L(E[p™])/L¢yc). Une étude
de descente galoisienne de Y(E[p>*]/Lo)r & Y(E[p>]/Lcyc) combinée avec la « des-
cente parfaite pour les groupes de Selmer » démontrée par Perrin-Riou (voir [PR8I,
Lemme 1.1(i) et Lemme 1.3]) permet de montrer que, sous les hypothéses du théoréme,
les coinvariants Y (E[p™°]/Ls)m sont finis. Apreés, en nous appuyant sur le théoréme de
structure, nous montrons que pour tout A(I'y)-module M de type fini qui est aussi de
type fini sur A(H), si les coinvariants My sont finis, alors M est A(T's)-pseudo-nul. En
combinant les deux arguments, la Conjecture B suit.

Comme I’énoncé du Théoréme 11.3.4 le manifeste, le contexte CM assure que les
groupes de Galois en jeu sont abéliens et de dimension supérieure & 1. Il se pose donc
la question de clarifier les liens entre la Conjecture B et une conjecture en théorie
d’Iwasawa classique « pour les corps de classes », due & Greenberg (voir [GreOl, Conjec-
ture 3.5]), portant sur la taille de certains groupes de Galois abéliens non-ramifiés. Il
s’agit de la

Conjecture de Greenberg Généralisée. Notons L le composé de toules les Z,-extensions
de L, et soit E/L I’extension pro-p abélienne non-ramifiée maximale de L. Le groupe

Gal(£/I)

8. La dimension dont il est question dans la Conjecture B est celle de I'sc en tant que groupe de Lie
p-adique.
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est pseudo-nul en tant que module sur | algebre d’lwasawa du groupe de Galois
Gal(L/L).

Dans le théoréme suivant nous montrons que la Conjecture B pour les courbes
CM est liée & la Conjecture de Greenberg Généralisée pour le corps de classes du
corps de multiplication complexe. Avant d’énoncer le théoréme, rappelons qu'un résul-
tat classique de Deuring (voir [Deu52, §1]) établit quune courbe elliptique E/Q avec
multiplication complexe par un ordre O dans un corps quadratique imaginaire K peut
toujours étre définie sur le corps de classes de Hilbert Hy de K.

Théoréme I1.3.5 ([KNS24, Theorem 5.4]). Supposons que le premier p > 5 soil non-ramifié
dans le corps quadratique imaginaire K, et que Hi N K=K, ou K est le composé de
toutes les Zy-extensions de K. S’il existe une courbe elliptique E/Hg avec CM par Ok
telle que la Conjecture B est vraie pour | extension Hi (E[p™])/Hg, alors la Conjecture
de Greenberg Généralisée est vraie pour le corps Hy.

Nous nous contentons ici de mentionner que la démonstration du théoréme s’appuie
de facon cruciale sur les résultats [Ban07, Theorem 12] et [Klel6, Theorem 3.1-(i)], qui
sont en quelque sorte complémentaires : alors que le théoréme de Bandini est un
lemme de « relévement » de pseudo-nullité d’'un quotient d’'une algébre d’Iwasawa a
lalgébre toute entiére, celui de Kleine permet de « descendre » cette propriété le long
d’extensions finies. Dans le deux cas, le contexte est celui d’algebres d’Iwasawa pour
groupes de Galois qui sont libres et de type fini sur Z,, et ne se généralisent pas
directement au contexte des courbes elliptiques sans multiplication complexe.

I[I.4 Modéles entiers pour familles de Coleman et variations des
invariants d’lwasawa
avec T. Ochiai et J. Ray

oit p > 3 un nombre premier et soit N > 1 un entier premier & p. Depuis les travaux

de Hida dans les années '80 (voir [Hid86] et les références ibid.), il est devenu
apparent que certaines représentations galoisiennes p-adiques d’origine géométrique
apparaissent naturellement « en familles ». En analogie avec I’étude du §I1.2, ces fa-
milles se laissent classifier en deux types : les familles ordinaires (aussi appelées
« familles de Hida ») et les familles non-ordinaires, qui généralisent en poids quel-
conque le cas des courbes elliptiques surpersingulieres. Dans [Col96, Col97b, Col97a]
et [CM98] Coleman et Coleman-Mazur ont introduit des objets géométriques, & savoir
des variétés analytiques p-adiques, qui « contiennent » les familles non-ordinaires
comme sous-espaces. Ces variétés sont connues, en francais, sous le nom de « Varié-
tés de Hecke » (eigenvarieties dans la terminologie anglo-saxonne) : nous renvoyons
au travail [BuzO7] de Buzzard pour une systématisation et une généralisation de la
construction de Coleman-Mazur pour un poids modéré N quelconque; ainsi qu’au tra-
vail [Bell2], par Bellaiche, pour une construction différente basée sur l'interpolation
des symboles modulaires. Tout comme aux §§I1.1-11.3 la perspective qui nous intéresse
est celle de la théorie d’Iwasawa. Le point de départ est, comme discuté au §1.2, la pos-
sibilité d’associer & toute forme modulaire une représentation continue de Gg : dans
le contexte des formes ordinaires, Hida attacha & toute forme modulaire ordinaire
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f € Sk(T'1(Np™)) de poids k et niveau” I't(Np™) une représentation continue
Hf,ord: QQ — GL2(T) (H.4.1)

ou T est une algebre finie et plate sur Z,[1'], avec une propriété « d’interpolation ».
Cette derniére peut s’exprimer comme suit : il existe dans Spec(T) une famille {P;}
d’idéaux premiers, indexés par les entiers supérieurs ou égaux a 2 tels que, pour tout
k € Z=9, il y a un isomorphisme

fora/Pr = pr (IL.4.2)

en tant que représentations de Gg, ou p; est la représentation associée par Deligne &
une certaine forme parabolique de poids k et niveau I'y (Np™), essentiellement unique
et qui est congrue 'Y modulo p & la forme f de départ : en particulier, f = f.

Des résultats similaires sont valables pour les familles de Coleman. De telles re-
présentations « en familles » ont été construites dans les travaux cités de Coleman, de
Coleman-Mazur, de Buzzard et de Bellaiche. Tout comme dans le cadre ordinaire, ces re-
présentations permettent de retrouver, aux points classiques, la représentation p-adique
de Deligne. Afin d’énoncer cette propriété, fixons quelque notation : notons Zy la va-
riété de Hecke réduite pour GLo associée au niveau modéré N (voir [CM98] ou [Buz07]).
Cet espace analytique p-adique est muni d’une projection 7: Zy — #x sur l'espace
des poids #}, lui-méme isomorphe & une réunion finie disjointe de boules analytiques
p-adiques ouvertes. Pour toute extension complete E/Q), les points x € Zn(FE) corres-
pondent bijectivement aux formes modulaires p-adiques surconvergentes (voir [Buz07,
Corollary 6.2], ou le rayon de surconvergence ainsi que le niveau exacte et le Neben-
typus sont précisés), définies sur E, qui sont vecteurs propres pour les opérateurs de
Hecke et telles que la valeur propre a,(f) pour U, est non-nulle : de plus, le poids
d’une forme f, correspondant & z € 2N (F) est précisément 7(z). Fixons maintenant
un rationnel non-négatif o € Q> : on peut alors considérer le sous-espace ¢, des
points z tels que la valeurs propre a,(f;) pour l'opérateur U, a valuation égale a .
C’est cet espace qui généralise I'objet géométrique Spec(T), lui-méme isomorphe (apres
un processus d’analytification) & %y : la condition d’étre ordinaire correspond en ef-
fet & demander que la valeur propre pour U, soit une unité p-adique, ou encore que sa
valuation soit égale & 0. C’est en ces termes que la construction de Coleman-Mazur gé-
néralise !' celle de Hida au dela du cas ordinaire. L’'interpolation énoncée dans (I1.4.2)
prend ici la forme suivante (pour plus de détails voir, par exemple, [NOR23, §2-3]) : il
existe un sous-espace affinoide #3 C #n et un sous-ensemble 2 C #(C,), lui-méme
en bijection avec Zxq41, tels que :

1. la restriction & %, C Zn de la projection 7 définit un isomorphisme de I'intersec-
tion 7 H(#) NGy C G avec 55

9. Dans la premiere partie de cette section, nous faisons le choix de travailler avec le sous-groupe de
congruences I'1 plutdt que I'g pour éviter les discussions relatives aux Nebentypen, bien que la théorie
permette un contrdle parfait de la variation du Nebentypus dans les familles. Aussi, la notation I'1 (Np*)
indique que la forme est de niveau I'1(Np") pour un entier » > 1 que nous ne tachons pas de spécifier.

10. Pour la notion de congruence entre représentations, nous renvoyons au §1.2.

11. Nous n’énongons pas ici I’équivalent pour les familles de Coleman du fait que, lorsqu’on part d’'une
forme de poids k, I’élément de poids égal & k de la famille de Coleman associée & f est précisément la
forme f de départ. Sous les hypotheses du Théoréme I1.4.1, on verra que cette propriété est satisfaite
mais en général il faudrait introduire le concept de p-stabilisation, qui est trivial dans le cas ordinaire,
et nous renvoyons & [Bell2, §2.2.2] pour une discussion approfondie.
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2. étant donné k € Z>q11 LN %, notons encore — par un petit abus de notation
(anodin, grace au point précédent) — par k 'unique point de €, d’image k € 2 a
travers m. La forme modulaire p-adique surconvergente fj, est alors classique de
poids k, c’est-a-dire qu’elle appartient & Sy (I'1(Np™));

3. en écrivant &/ pour l'algebre de Tate des fonctions analytiques sur #5 (ou sur le
sous-espace ﬂ_l(“//]{';) N %, C 6., ce qui est équivalent grace au point 1.), il existe
une représentation galoisienne continue

I, G — GLa(), (I1.4.3)

qui se spécialise (au sens de (I1.4.2)) en tout point kK € & a la représentation de
Deligne associée & la forme classique f.

Une différence cruciale entre la construction originale de Hida par rapport & celle
de Coleman-Mazur est dans le type d’anneau de coefficients : alors que dans (I1.4.1) T
est une algebre finie et plate sur Z,[T7], donc en particulier semi-locale et compléte
par rapport a la topologie de ses idéaux maximaux, dans (I1.4.3) o/ est une algébre
de Banach, compléte par rapport & la norme p-adique mais avec une infinité d’idéaux
maximaux. Il ne s’agit donc pas d’un objet de la catégorie usuelle ou l'on peut ap-
pliquer les techniques de la théorie d’Iwasawa, et la premiere partie de [NOR23] est
consacrée a la construction d’'une représentation 2-dimensionnelle sur une algebre de
séries formelles A finie sur Z,[T] : plus précisément, nous montrons le

Théoréme 11.4.1 ((NOR23, Theorem 4.3]). Fixons deux entiers kg € Zs2 et 0 <1 <p—1,
un rationnel o € Qs et un caractére e: Z/(N)* — C*. Ecrivons w pour le caractére de
Teichmiiller. Soit f € Sy, (To(Np*),ew=*0)) une forme parabolique propre, normalisée,
nouvelle en dehors de p, telle que la valuation p-adique du p-eme coefficient de Fourier
satisfait vy(ap(f)) = a; lorsque i = 0 supposons de plus que a2 # (p)p*~'. Il existe
alors un rayon r € p@, el une représentalion conlinue

Pry,o* g@ — GL?(A)
a coefficients dans | algebre A des séries formelles convergentes dans la boule analy-
tique fermée ABlko,r] (et coefficients dans une extension finie de Q,) avec les propriétés
sutvantes :

1. étant donné k € Blko,r](Cp) N Z, notons P, € Spec(A) | idéal premier noyau de
L évaluation au point k; alors, pour tout k € Blkg,r] (Cp) N Zs1, il existe une
forme parabolique f;, € Sy (Fl(N p"o)), propre pour les opérateurs de Hecke, nou-
velle en dehors de p, satisfaisant vp(ap( fk)) = « et telle que la représentation
Piy.o/ P est isomorphe a la représentation py, ailtachée a fy ;

2. pour k = ko, on a fi, = f.
La démonstration du théoréme repose essentiellement sur la technique, introduite
par Wiles dans [Wil88] et reprise par Hida dans [Hid93], des pseudo-représentations.

Cette technique utilise de fagon cruciale la continuité par rapport & la topologie m-
adique, ou m est I'idéal maximal de A, de certaines fonctions

A,D: QQ—>A
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et
E:QQXQQ—>A:

nous renvoyons a [NOR23, §4] pour les détails. Il y a lieu d’observer ici qu'une autre dé-
finition d’une représentation galoisienne & valeurs dans une algebre locale, telle py ,,
a été proposée par Loeffler-Zerbes dans [LZ16]. Dans leur travail la représentation
apparait dans la cohomologie de certains faisceaux sur la courbe modulaire, définis
dans [AIS15], et de ce fait la généralisation & formes modulaires pour des groupes
autres que GLy est moins immédiate qu’avec notre construction.

L’application principale que nous proposons du Théoreme 11.4.1 est une généralisa-
tion des résultats de Emerton-Pollack-Weston [EPWO06] au dela du cas ordinaire, dans
le méme esprit que la généralisation décrite au §11.2 du travail [GVOO] de Greenberg-
Vatsal. Le contexte du travail [EPWO06] est celui de la théorie de Hida, telle que nous
'avons briévement présentée précédemment. Etant donnée une forme modulaire ordi-
naire f € S (T'1(Np™)), soit Il q la représentation définie dans (IL.4.1). Une définition
de groupe de Selmer, analogue & celle décrite au §I1.2 pour les courbes elliptiques,
peut se faire pour la représentation p; associée a& une forme modulaire de n’importe
quel poids. On associe donc & toute forme f; de la famille, et & toute extension finie
L/Q, un groupe de Selmer Sel(ps/L) = Sel(f/L) qui donne lieu, par passage a la limite
inductive et au dual de Pontryagin, & un module X(f/Qcy) sur l'algébre d’Iwasawa
A(T¢ye). L’analogue en poids supérieur du travail [Maz72] de Mazur mentionné au §11.2
dans le cas des courbes elliptiques a été obtenu par Kato (voir [Kat04, Chapter III]);
on sait donc que le A(I'¢yc)-module X(f/Qcyc) est toujours de type fini, et qu’il est de
torsion si et seulement si la forme f est ordinaire. Par conséquent, dans le cas des
familles de Hida, tous les A(I'cyc)-modules X(f;/Qcyc) sont de torsion et on peut leur
associer deux invariants )\fk et iy, , comme décrit aux §§II.1-11.2.

Or, comme mentionné dans (I1.4.2), toutes les représentations p; obtenues par ré-
duction de IIf,.q modulo les idéaux premiers « classiques » sont congrues modulo p :
on peut donc regarder la collection des représentations {px}r>2 comme une famille de
déformations en caractéristique 0, et poids différents, de la méme représentation p. Il
est donc naturel de se poser la méme question qui était & la base du travail [NS23],
notamment de savoir quelles propriétés arithmétiques (p-adiques) dépendent seulement
de la réduction p, et sont donc constantes dans la famille de Hida fixée. Le résultat
principal obtenu par Emerton-Pollack-Weston peut se résumer ainsi :

Théoréme ([EPWO06, Theorem 4.3.3 et Theorem 4.3.4]). L “invariant I associé a la forme
ordinaire f est nul si et seulement si il en est ainsi pour toute autre forme fi de la
famille 12, Lorsque cetle annulation a lieu, les tnvariants )\fk sont constants dans la
Jamille.

Dans l'optique de généraliser ce théoreme aux familles de Coleman on se heurte im-
médiatement au probléme que le A(I'cyc)-module Sel(f/Qcyc) n’est pas de torsion lorsque
la forme f n’est pas ordinaire, tout comme au §11.2; en particulier, les invariants Iy et
)\f ne peuvent pas étre définis. Plutdt qu’étudier la variation en famille des invariants
« signés » ,ui et )\ﬁ — qui sont la généralisation en poids supérieurs de ceux qui

12. Dans loc. cit. les auteurs ont affaire & des familles de Hida qui peuvent contenir plusieurs com-
posantes, bien qu’en nombre fini, et le théoréme ci-dessus n’est valable que composante-par-composante.
Nous négligeons ce détail technique dans notre texte.
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apparaissent dans (I[.2.4), et qui ont été définis par Hatley-Lei dans [HL19] — nous
faisons le choix d’étudier la variation en famille des invariants associés aux groupes
de Selmer fins, introduits au §I1.3.

Placons-nous dans le contexte du Théoréme I[1.4.1, et faisons I’hypothése que la
représentation résiduelle Py Testreinte a QQP, soit irréductible. Nous montrons alors
(voir [NOR23, Theorem 6.3]) I'existence d’'un A-module Y (py, ,), défini au-dessus de la
boule Alkg,r], et de certains isomorphismes de spécialisation

Sk + Y(Pko,a)/Pk =D (fr/Qcyc)s (11.4.4)

définis en dehors d’'un nombre fini de points exceptionnels dans Z=,+1 ; dans (I1.4.4), les
groupes 2(fr/Qcyc) sont les duaux des groupes de Selmer fins, tels que nous les avons
définis au §I1.3 (en remplacant la représentation E[p™] par pys,, comme précédemment).
Le module Y (py, ,) se trouve muni, par construction, d’'une action du groupe I'cyc, ce
qui fait que les isomorphismes (I1.4.4) sont en fait des isomorphismes en tant que
A(T'¢yc)-modules. Le résultat principal que nous obtenons est le suivant 13

Théoréme I1.4.2 ((NOR23, Theorem 7.1 et Theorem 7.3]). Avec les mémes notations intro-
duites dans le Théoreme 11.4.1, supposons que la représentation py ., restreinte a G,
soit irréductible. Alors

1. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1-a) le A@A(I‘Cyc)—module Y (py, o) est de type fini en tant que A-module ;

1-b) Uinvariant d’Twasawa fin Mf}: attaché au groupe Y (fr/Qcyc) est nul pour toute
forme fi, dans la famille de Coleman ;

1-¢) il existe une forme f; dans la famille de Coleman pour laquelle ’invariant
d’lwasawa fin u{}: attaché au groupe Y(fi/Qcyc) est nul.

2. 87 une des propriétés équivalentes 1-a)-1-c) ci-dessus est satisfaite, alors les in-
variants d’lwasawa A%‘; attachés aux groupes de Selmer fins dans la famille de
Coleman sont tous égaux, sauf pour un nombre fini de poids exceptionnels.

Le Théoréme 11.4.2 est ’équivalent du résultat de Emerton—Pollack-Weston cité plus
haut, parce que 1-a) est une condition globale sur la famille, sous laquelle tous les
invariants ,u%i‘ s’annulent. Il s’agit d’ailleurs d’'une condition qui est un analogue « en
dimension supérieure » (analogie qui émerge dans la démonstration) de la condition
mentionnée au §11.2 d’annulation de I'invariant g pour un A(I'cy.)-module M de torsion,
pour lequel on a I’équivalence

pyr = 0 <= M est de type fini sur Z,

(voir la discussion qui précede (I1.2.5)). La démonstration du Théoréme 11.4.2 consiste en
une géneéralisation des arguments de [EPWO06], en remplacant la condition d’ordinarité
par la constance de la valuation p-adique « de la valeur propre a,(f,) dans la famille
de Coleman. Une fois de plus, travailler avec des A-modules plutét qu'avec des /-
modules permet d’adapter les arguments ibid., en remplacant les groupes de Selmer
usuels par leurs équivalents fins afin de s’assurer que leurs limites projectives soient
encore de torsion sur A(I'cy.). Nous renvoyons a [NOR23, §7] pour les détails.

13. Dans [NOR23] les résultats sont énoncés pour la représentation duale p;, , : le passage entre les
deux formulations étant classique, nous faisons le choix d’énoncer le théoréme pour p,, , par simplicite.
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Les projets de formalisation en lean-3

our terminer ce mémoire, je présente deux travaux de formalisation mathéma-
Ptique, qui ont été implémentés dans l'assistant de preuve lean-3' en s’appuyant
sur la bibliotheque mathlib (voir le site [DeM23] ainsi que larticle [Mat20] pour une
description détaillée du logiciel et de la librairie), suivis d'une perspective sur mes
projets de recherche futurs.

L’idée d’exploiter la fiabilité des ordinateurs lors de I’exécution d’un programme
pour valider des preuves d’énoncés mathématiques est ancienne, et remonte au moins
aux expeériences menées sur Automath par de Bruijn autour de 1967. Depuis, le domaine
de la vérification de preuve assistée par ordinateur s’est développé en plusieurs direc-
tions et a donné lieu a différentes thématiques de recherche. Toutefois, c’est & partir
du début du XXIéme siécle que la vérification de preuve par ordinateur a pris un nou-
vel essor, par exemple avec la formalisation de la conjecture de Kepler par Hales et
ses collaborateurs (voir [HABT17]), en combinant les assistants de preuve Isabelle et
HOL-Light. Autres projets remarquables de formalisation ont été ceux de Gonthier sur
le théoréeme des quatre couleurs (datant de 2008, mais dont le rapport officiel n’est
apparu qu’en 2023 dans [GonZ23]), celui du théoréme de Feit-Thompson par Gonthier et
ses collaborateurs (voir [GAAT13]) et, plus récemment, le théoréme d’Abel-Ruffini par
Bernard, Cohen, Mahboubi et Strub (voir [BCMS21]); ces résultats ont été formalisés
dans l'assistant de preuve Coq. Dans une direction un peu différente, la communauté
mathématique travaillant dans l'assistant de preuve lean-3 développe depuis quelques
années la bibliothéque unifiée mathlib, dans le but de disposer de suffisamment de
résultats fondamentaux pour pouvoir formaliser les résultats mathématiques les plus

1. Cet assistant de preuve est en train d’évoluer, avec sa librairie, & la nouvelle version lean-4
(voir [DeM23]). Malheureusement, lean-4 ne sera pas compatible avec lean-3 et un travail collabora-
tif est en train d’étre mené afin de porter la librairie mathlib de I’ancienne a la nouvelle version. En ce
sens, les travaux illustrés ici peuvent paraitre obsolétes mais, au moins en ce qui concerne le travail
décrit au §III.1, il en existe une version portée en lean-4. Dans le cadre d'un mémoire d’HDR il m’a
semblé plus opportun de décrire les travaux tels qu’ils ont été effectués originairement, et je me bornerai
donc & lean-3 dans ce chapitre.
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récents : mentionnons a titre d’exemples la formalisation par Buzzard, Commelin et
Massot de la définition d’espace perfectoide (voir [BCM20]) et, tout récemment, I’'abou-
tissement du Liquid Tensor Experiment (voir [Sch22] et [Mat22]), dont il sera question
au §III.2.

L’activité de formalisation consiste en large mesure & s’assurer que le processus
de traduction du langage mathématique courant au langage de programmation soit
fidele et efficace. 11 doit étre fidele pour que les preuves validées correspondent effec-
tivement aux énoncés mathématiques auxquels on s’intéresse; et efficace pour que
les techniques et les stratégies développées dans la pratique mathématique s’avérent
utiles aussi lors de la pratique de formalisation.

Tous les assistants de preuve cités plus haut ont une architecture commune : le
choix d’'un langage formel dans lequel exprimer les énoncés mathématiques (souvent
différent de la théorie des ensembles); un programme trés petit — dont 'exactitude
peut idéalement étre vérifiée indépendamment du reste de la structure informatique —
appelé « noyau »; et un programme d’interface entre le noyau et l'utilisateur. C’est &
ce dernier niveau qui se joue I'équilibre entre la verbosité nécessaire pour écrire tout
énoncé directement dans le langage machine (tache quasiment impossible) et la com-
munication informelle qui guide l'intuition des mathématiciens; bien que le choix du
programme d’interface soit cruciale dans I'expérience de I'utilisateur, il est important
de souligner que la correction des preuves formalisées repose seulement sur le noyau,
d’olut la nécessité qu’il soit petit et facilement vérifiable. Pour un excellent survol de
ces architectures communes je suggere la lecture de larticle [Mahl4] de Mahboubi;
pour un texte complet je renvoie & sa thése d’habilitation [Mah2l]. Le systeme for-
mel sous-jacent & lean-3 est une théorie des types dépendants basée sur le calcul des
constructions inductives. Je renvoie & [NGI4, Chapters 5 and 6] pour les définition
principales de la théorie des types dépendants et pour les fondements du calcul des
constructions inductives, et a [Carl9] pour I’équicohérence entre la théorie des types
de lean-3 et le systeme ZFC+ (ZFC avec I'hypothése de l'existence de n cardinaux
inaccessibles pour tout n < w).

Outre l'assistant de preuve lui-méme, l'autre ingrédient essentiel est une biblio-
théque des résultats déja formalisés. L’effort de formalisation, en effet, n’a un sens que
dans la mesure ou il s’inspire du proces progressif usuel en mathématiques, ou chaque
théoréme repose sur les précédents et constitue une brique sur laquelle s’appuieront
les suivants. La construction d’'une bibliothéque cohérente et les choix inhérents &
sa structure sont donc fondamentaux et souvent spécifiques & chaque communauté
travaillant dans un assistant de preuve. Pour lean-3, la bibliotheque en question est
mathlib (maintenue & l'adresse [Mat23] et décrite dans [Mat20]). Dans les projets qui
suivent, mathlib a été a la fois source de notions basiques et cible des résultats for-
malisés, qui 'ont intégrée dans les mois qui ont suivi la conclusion du travail. Il
faut mentionner aussi que d’autres vastes bibliothéeques de mathématiques formali-
sées existent, mais un travail systématique de comparaison dépasse les objectifs de ce
travail. Je renvoie & 'ouvrage [MT22] pour une description de la bibliotheque Mathema-
tical Components, développée en Coq, et au projet Archive of Formal Proofs (voir [AFP])
pour la collection des résultats formalisés en Isabelle.

TRAVAUX PRESENTES :

[BDNN21] A. Baanen, S. R. Dahmen, A. Narayanan & F. A. E. Nuccio Mortarino Majno di
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Capriglio — « A Formalization of Dedekind Domains and Class Groups of Global
Fields » dans 12th International Conference on Interactive Theorem Proving 2021,
vol. 193, 2021, p. 5 :1-5 :19.

[BDNN22] A. Baanen, S. R. Dahmen, A. Narayanan & F. A. E. Nuccio Mortarino Majno di
Capriglio - « A Formalization of Dedekind domains and class groups of global
fields » , J. Automat. Reason. 66 (2022), no. 4, p. 611-637.

[CTB*22] J. Commelin, A. Topaz, R. Barton, A. Best, R. Brasca, K. Buzzard, Y. Dillies, F. van
Doorn, F. Glockle, M. Himmel, H. Macbeth, P. Massot, B. Mehta, S. Morrison,
F. A. E. Nuccio Mortarino Majno di Capriglio, J. Riou, D. Testa & A. Yang — « Li-
quid Tensor Experiment », hitps:/github.com/leanprover-community/lean-liquid/,
commit 92f188b, 2022.

[l.1 Anneaux de Dedekind et groupes de classes

avec A. Baanen, S. R. Dahmen et Ashvni N.

out comme au §l.1 et au §I1.1, 'objet d’étude principal de cette section est le groupe
de classes (Ui (et, surtout, sa finitude) d'un corps de nombres ou, plus généralement,
d’'un corps global K, mais cette fois-ci du point de vue de la formalisation.
Le résultat principal quon a formalisé, contenant ’énoncé que le groupe de classes
d’un corps global L est fini, se présente sous la forme suivante? :

definition class_group.fintype_of_admissible_of_finite {R : Typex} {S : Typex}
(X : Typex) (L : Type*) [euclidean_domain R] [comm_ring S] [is_domain S]
[field K] [field L] [algebra R K] [algebra K L] [is_fraction_ring R K]
[finite_dimensional K L] [is_separable K L] [algRL : algebra R L]
[is_scalar_tower R K L] [algebra R S] [algebra S L]

[ist : is_scalar_tower R S L] [iic : is_integral_closure S R L]

{abv : absolute_value R Z} (adm : abv.is_admissible) [infinite R]]
[decidable_eq R] : fintype (class_group S)

Extrait de code 1 — Finitude du groupe de classes

L’extrait de code 1 est représentatif de I'interaction homme-machine typique de la for-
malisation en lean-3. On se propose de le discuter en détail en I'employant en guise de
guide pour illustrer plusieurs spécificités du processus de formalisation, certains choix
quon a été amené & faire, ainsi que pour définir la notion de « stathme admissible »
sur laquelle notre démonstration repose.

La premiére différence évidente avec la formulation mathématique est que la fi-
nitude du groupe de classes est ici une définition, alors qu’il semblerait naturelle de
s’attendre a un théoréme. Cela provient de la fagcon que lean-3 a d’interpréter la no-
tion de finitude pour, disons, un ensemble (pour un groupe, ou une autre structure, le
discours serait analogue) : déja, au vu de la discussion dans le préambule du chapitre,
il est naturel de se concentrer sur la notion de type fini, plutot que d’ensemble fini.
Toutefois, & différence de la perspective usuelle, un type fini n’est pas un type qui jouit

2. Depuis la conclusion du projet, et la parution des articles [BDNN21] et [BDNN22], la totalité du code
produit a intégré la bibliothéque mathlib. Ce processus nous a amenés a modifier certaines déclarations
pour les rendre compatibles avec I’évolution de mathlib, et c’est sous cette forme que nous les présentons.
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d’une certaine propriété, mais plutot® un couple (X, h) constituée d'un type X : Typex
et d'un termeh : Pde type P : Prop; le terme h doit étre interprété comme une preuve
de I’énoncé (représenté par P) que X est en bijection avec une certaine liste (sans élé-
ments dupliqués, et & permutations prés) de termes de X. Comme, par définition, les
listes sont finies, la proposition P correspond & I’énoncé que X est fini, et h en est une
preuve, ou un « témoin de vérité ». C’est en ce sens que la finitude du groupe de classe
s’interprete comme la définition d’'un couple (class_group S, h) constituant un type
fini.

Avant de discuter plus en détail les autres ingrédients qui apparaissent dans l'ex-
trait de code 1, concentrons-nous sur la notion de stathme admissible*. Au fait, notre
projet de formaliser le résultat de Dirichlet sur la finitude du groupe de classes s’est
— des le départ — heurté & la question du choix de la démonstration & suivre. La
plus habituelle (voir, par exemple, [Samo67, §4.2, Théoréme 2]) repose sur la théorie de
Minkowski des réseaux dans les espaces euclidiens, et sur la possibilité de plonger
tout corps de nombres dans un espace euclidien convenable. Lorsque le corps est une
extension finie de F,(7") un tel plongement n’existe évidemment pas et une stratégie
différente est déployée (voir, par exemple, [RosO2, Lemma 5.6]), en s’appuyant sur le
théoréme de Riemann-Roch et sur le fait qu’il n’existe quun nombre fini de polynomes
de degré borné dans F,[T]. Néanmoins, nombre d’ingrédients qui interviennent dans
les démonstrations coincident dans les deux cas et ceci, conjointement & la nécessité
d’éviter la duplication du code, nous a poussés a chercher une démonstration commune.
Ni le souhait d’'une telle uniformité ni la stratégie déployée sont vraiment nouveaux, et
nous renvoyons a [Sta2l] pour une autre démarche, similaire & la notre, ainsi que pour
un historique des approches présentes dans la littérature. La définition sur laquelle
s’appuie notre théoréme est la suivante :

Définition III.1.1. Soit A un anneau euclidien et soit v: A — N un stathme euclidien
(voir [BouO7, Chap. VII, Exercices, §1, exerc. 7]). Le stathme est dit admissible s’il existe
une fonction card: R5¢ — N telle que pour tout € > 0, pour tout a € A\ {0} et pour tout
sous-ensemble fini X C A, il existe une partition

x=Jx
el
indexée par un ensemble fini I de cardinal borné par card(e), telle que pour tout i € I
z,2' € X; = v((z mod a) — (' mod a)) <e-v(a).

L’idée sous-jacente & la définition est qu’elle assure 'existence de représentants des
classes d’équivalence modulo b qui sont suffisamment proches entre eux. En particulier,
tant le stathme v(n) = |n| sur Z que le stathme v(F) = pi¢e¥ sur F,[T] sont admissibles.
Le théoréme qu’on montre est le suivant :

Théoréme III.1.2 ((BDNN21]). Soit R un anneau euclidien muni d’un stathme admis-
sible v et soit S la cloture intégrale de R dans une extension finie L de K = Frac(R). Le
groupe de classes d’idéaux de S est alors fini.

3. La définition de mathlib d’'un fintype n’est pas exactement celle que nous présentons ici, car elle
repose sur la notion de finset : nous faisons le choix de cette simplification dans le but de présenter la
notion de structure sans trop alourdir la discussion.

4. La définition originale, en anglais, est celle de admissible absolute value.
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Pour montrer le théoréme, on observe que l'admissibilité du stathme v entraine
I'existence d'un ensemble fini © C R\ {0} tel que pour tout z,2’ € S avec 2/ # 0, il
existe z € S et § € O tels que

v(Np/k(0z — za')) < o(Np/ga'). (ITL.1.1)

Une conséquence de (III.1.1) est le fait que toute classe dans (f; contient un idéal
enlier J tel que
[[6¢€r

0co
et comme il n’existe quun nombre fini d’idéaux entiers contenant un élément non-nul
fixé, la finitude énoncée est démontrée.

Revenons maintenant & l'analyse de 'extrait de code 1. Le contenu mathématique
est précisément celui du Théoréme III.1.2. Néanmoins, on voit que les quatre objets R,
S,K et L sont d’abord introduits simplement en tant que types (dans un univers conve-
nable, d’ou le * dans les déclarations Typex*), auxquels on rajoute des hypotheses, telles
[euclidean_domain R], ou [is_scalar_tower R K L] ou {abv : admissible_value RZ }:
clairement, elles correspondent aux hypotheses du théoréme. L’idée de « faire une hy-
pothese » se traduit en lean-3 par le rajout d’'un terme (typé, en général) au contexte —
autrement dit, 'extrait de code 1 définit un terme de type fintype (class_group S), &
savoir class_group.fintype_of_admissible_of_finite, dans le contexte ou R,S,K,L sont
dans Type*, ou 'on a fixé des termes respectivement de type [field K] et [field L]; et
aussi un terme algRL de type [algebra R L], un autre de type [is_scalar_tower R K L],
etc. Le fait que ces types apparaissent entre des crochets [ et ] déclare que le type
en question est d'une certaine classe, concept crucial pour la gestion des hiérarchies
des constructions mathématiques dans mathlib®. Sans rentrer dans les détails (pour
lesquels on renvoie par exemple a [Mat20, §4]), nous nous contentons ici de mentionner
que 'emploi des classes donne lieu & des inférences analogues aux aspects « automa-
tiques » de la hiérarchie mathématique : tout comme un corps est automatiquement
un anneau et un groupe (additif), & chaque terme de type field K (ce qui représente
une structure de corps sur le type K) correspondent automatiquement un terme de type
ring K et un terme de type add_group K, qui représentent les structures d’anneau (resp.
de groupe additif) héritées de celle de corps. La conséquence et que si lean-3 doit ap-
pliquer un résultat qui est valable dans les groupes additifs (par exemple, le lemme
sub_self {G : Typex} [add_group G] :V (a : G), a - a = 0) il pourra l'appliquer aux
éléments de K puisque il aura inféré I'existence d’'un terme de type add_group K & par-
tit du terme de type field K. D’autres hypotheses apparaissent dans des parenthéses
rondes ( et ) ou des accolades { et } : la différence entre elles est trop technique pour
étre analysée ici (voir [Mat20, §4.2] pour une discussion), et nous allons les considérer
équivalentes. A nouveau, ces hypothéses sont présentées comme des termes de types
convenables : par exemple, les hypothéses du Théoréme III.1.2 que R soit euclidien —
donc, muni d’'un stathme — et que ce stathme soit admissible, correspondent a I’appa-
rition, dans le contexte de I'extrait de code 1, des termes {abv : absolute_value R Z }
(donc, abv est le stathme) ainsi que (adm : abv.is_admissible).

La liste des hypotheéses peut paraitre redondante. Par exemple, le terme algRL qui
apparait dans la déclaration [algRL : algebra R L] représente le fait que, dans notre

5. Ce concept est en fait commun & plusieurs assistants de preuve, comme Coq (voir [SvdW11]) ou
Isabelle (voir [HWO7]).
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contexte, L est muni d’'une structure de R-algebre, ce qui semble évident. Le probléme
est qu’a priori il pourrait y avoir plusieurs structures de R-algébre sur L (par exemple,
lorsque R admet des automorphismes non-triviaux, ce qui est le cas lorsqu’on rem-
place 'anneau F,[T] par F,[T] avec ¢ = p® pour a > 1) : ceci est normalement passé
sous silence dans un texte mathématique — en considérant qu’il existe une structure
« préférentielle », ou « naturelle » — mais doit étre spécifié lorsqu’on travaille avec un
assistant de preuve.

Un discours analogue concerne le concept de « corps des fractions ». Pour le discu-
ter, examinons l'extrait de code suivant, toujours issu de [BDNN2I] :

theorem is_dedekind domain_iff (A : Typex) [comm_ring A] [is_domain A]
(K : Typex) [field K] [algebra A K] [is_fraction_ring A K]
is_dedekind_domain A <> is_noetherian_ring A A ring.dimension_le_one A A
V {x : K} is_integral A x — (3 (y : A), ft(algebra_map A K) y = x)

Extrait de code 2 — Indépendance du corps des fractions choisi

A premiére vue, I'extrait de code 2 semblerait étre la définition d’un anneau de Dede-
kind. En réalité, il s’agit de I’énoncé que la propriété d’étre de Dedekind est indépen-
dante de la construction de K : il suffit qu’il satisfasse & la condition d’étre un corps
des fractions (ici rendue par l'existence d’un terme de type is_fraction_ring A K) pour
pouvoir y tester la propriété d’étre « intégralement clos » apparaissant dans la défi-
nition d’anneau de Dedekind. Il s’agit ici d'un phénoméne typique du processus de
formalisation, et auquel on a été confronté également dans notre choix de la défini-
tion de corps de nombres : souvent, un objet est défini par une propriété universelle et
aucune construction « préférentielle » n’existe, ce qui rend nécessaire de vérifier que
les propriétés dont il jouit ne dépendent pas de la présentation choisie. Dans le cas du
corps des fractions, bien qu'une réalisation explicite en tant que localisé au monoide
des éléments non-nuls existe, elle n’est pas 'unique construction possible. Considérons
par exemple la situation ou A est un anneau de Dedekind, disons de corps des frac-
tions K, défini comme le localisé S;*A pour S4 = A\ {0}; soit P € K[X] un polynome
irréductible et posons L = K[X]/P, puis définissons B comme la cloture intégrale de A
dans L. Dans ce contexte, on sait que B est un anneau de Dedekind dont le corps des
fractions Sng (pour Sp = B\ {0}) est isomorphe & L, sans lui étre égal. Il est donc
important de vérifier que la propriété d’étre intégralement clos qui apparait dans la dé-
finition d’anneau de Dedekind est en fait indépendante du choix d’une représentation
explicite d'un corps des fractions.

La discussion précédente nous permet d’aborder 'autre contribution principale du
travail [BDNN2I1], & savoir la formalisation en lean-3 de la définition d’anneau de
Dedekind. Il est bien connu (voir, par exemple, [BouO7, Chap. VII, §2, no. 2, Théoréme 1))
que les propriétés suivantes d’'un anneau commutatif A sont équivalentes :

DDI1) A est un anneau intégre noethérien, intégralement clos et de dimension de Krull
égale & 1;

DD2) A est un anneau integre noethérien tel que toute localisation Ay & un idéal
premier non nul ‘P est un anneau de valuation discrete ;

DD3) A est un anneau intégre tel que tout idéal fractionnaire non-nul dans son corps
des fractions est inversible.



39 Chapitre IIl - Les projets de formalisation en lean-3

Elles ont été formalisées dans les formes suivantes (dans chacune, le contexte est celui
d’'un anneau commutatif intégre A, formalisé comme expliqué pour 'extrait de code 1,
avec les déclarations {A : Typex} [comm_ring A] [is_domain A]) :

DD1) La premiére définition, analogue de DDI), est une structure, car elle contient trois
champs, et a l'attribut class pour activer 'algorithme d’inférence automatique :

@[class] structure is_dedekind_domain : Prop
is_noetherian_ring : is_noetherian_ring A
dimension_le_one : ring.dimension_le_one A
is_integrally_closed : is_integrally_closed A

DD2) La deuxiéme définition, analogue de DD2) est une structure et porte un autre
nom parce qu’elle définit en effet un type différent (toujours dans Prop) :

structure is_dedekind_domain_dvr : Prop

is_noetherian_ring : is_noetherian_ring A

is_dvr_at_nonzero_prime : V (P : ideal A), P # 1L —V (& : P.is_prime),
discrete_valuation_ring (localization.at_prime P)

Le résultat suivant montre que la premiére propriété entraine en fait la deuxieme :

theorem is_dedekind_domain.is_dedekind_domain_dvr [is_dedekind_domain A]
is_dedekind_domain_dvr A

Dans le contexte {A : Typex} [comm_ring A] [is_domain A], s’il existe un terme
de type is_dedekind_domain A, nécessairement unique & cause de l'axiome de
proof irrelevance (donc, si la propriété d’étre de Dedekind est satisfaite), alors® le
théoréme fournit aussi un (unique) terme de type is_dedekind_domain_dvr A.

DD3) La derniére définition, analogue de DD3), est une definition et définit un type
dans Prop. Le theorem is_dedekind_domain_inv.is_dedekind_domain montre que
cette derniére propriété entraine la premiere, comme précédemment’ :

definition is_dedekind_domain_inv : Prop :=
V (I : fractional_ideal (non_zero_divisors A) (fraction_ring A)),
I#L - TIxx171=1

Les trois extraits de code apparaissant dans DD1)-DD3) sont plutot proches des défini-
tions « usuelles » qu’on pourrait trouver dans un texte mathématique. Il y a néanmoins
certaines différences, que nous nous proposons de discuter dans ce qui suit, toujours
afin de décrire le processus de formalisation.

Dans DD2), la propriété is_dvr_at_nonzero_prime demande que pour tout idéal B
non nul, el pour toute hypotheése & que cet idéal est premier, la localisation Ay soit un
anneau de valuation discréte. On voit que la propriété d’étre « non nul » se présente
sous la forme P # 1 : ici, L dénote I’élément minimal de I’ensemble partiellement
ordonné des idéaux de A. L’apparence de ce concept témoigne de I’approche de mathlib
vis-a-vis des idéaux d'un anneau : ils sont définis comme les sous-modules du A-module
A et la collection des sous-A-modules d'un A-module M est munie d’une structure
d’ensemble partiellement ordonné (par inclusion), dont I’élément minimal est le sous-
module L = {0} C M et I’élément maximal est T = M C M. L’avantage de regarder la

6. L’autre implication doit encore étre formalisée dans mathlib.
7. A nouveau, I'implication inverse n’a pas encore été formalisée dans mathlib.
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collection des sous-modules, ou des idéaux, comme un ensemble partiellement ordonné
provient de la considération suivante : un idéal de A, dans mathlib, n’est pas défini
comme un sous-ensemble de A stable par rapport aux opérations usuelles; plutot, il est
une structure définie par quatre champs

I.val : set A

I.add_mem : V {ab : M}, a € I.val - b € I.val —+ a + b € I.val : Prop
I.zero_mem : 0 € I.val : Prop

I.smul_mem : V (¢ : R) {x : M}, x € I.val — c e x € I.val : Prop

Le premier champs correspond & l’ensemble sous-jacent & l'idéal, et les trois sui-
vants aux propriétés satisfaites par I. Donc, se donner trois idéaux I,J,K C A re-
vient & se donner trois termes I=(I.val,I.add_mem,I.zero_mem,I.smul_mem), J=(J.val,
J.add_mem,J.zero_mem,J.smul_mem) et K=(K.val,K.add_mem,J.zero_mem,K.smul_mem) de
type ideal A. Il suit que la somme I 4+ J n’est pas seulement définie en termes des
ensembles I.val et J.val sous-jacents & I et J, mais par un quadruplet®

(I+J).val = {x+y : x € I.val, y € J.val} : set A
(I+J).add_mem = ... : Prop

(I+J).zero_mem = 0 € (I+J).val : Prop

(I+J) .smul_mem = ... : Prop

Supposons maintenant de vouloir montrer 'associativité de la somme d’idéaux, donc
Iégalité (I +J)+ K =1+ (J+ K) : traduite sous la forme (I+J) + K =1 + (J + K)
elle devient 'égalité entre deux quadruplets, aux détails éminemment rébarbatifs et
lointains de la pratique mathématique usuelle. Or, la somme I 4+ J de deux idéaux est
le plus petit idéal contenant I et J et réalise donc la borne supérieure I U J par rapport
a l'ordre d’inclusion dans I’ensemble partiellement ordonné des idéaux de A. Une fois
établi que ideal A est muni d’'une telle structure, ’énoncé en vue se traduit sous la
forme (I U J) UK = IU (JUK). Cette égalité n’est rien d’autre que l'associativité de
I'opération de « prendre la borne supérieure » dans un ensemble partiellement ordonné,
fait complétement général et indépendant de la théorie des idéaux; la preuve ne prend
donc qu’une ligne :

lemma ideal.add_assoc {I J K : ideal A} : (I +J) +K =1+ (J+K) :=
begin

exact sup_assoc,--goals accomplished
end

Pour revenir aux anneaux de Dedekind, la décision a été prise — apres discussion
avec la communauté mathlib — d’utiliser comme définition celle d’anneau commutatif
noethérien intégre, de dimension de Krull inférieure ou égale & 1 et intégralement clos
dans son (ou dans un de ses...) corps des fractions, donc celle qui apparait dans DD1).
Il s’agit en effet du critere le plus facile & vérifier et qui permet le plus aisément
de montrer que des anneaux satisfaisant certaines propriétés sont en fait de Dede-
kind : c’est le cas, par exemple, de 'anneau d’entiers d’'une extension finie de Q ou
de F,(T'). D’autre part, la démonstration que tout idéal fractionnaire se factorise de
fagon unique en produit de puissances (entiéres) d’idéaux premiers est d’abord obte-
nue pour les anneaux qui satisfont is_dedekind_domain_inv, et « transférée » aux an-

8. Afin de ne pas alourdir le manuscrit, on ne donne pas les détails des termes (I+J).add_mem ou
(I+J) .smul_mem.
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neaux de Dedekind grace & is_dedekind_domain_inv.is_dedekind_domain. Finalement,
is_dedekind_domain_dvr est évidemment trés pratique afin de formaliser dans mathlib
que les localisés des anneaux de Dedekind & leurs idéaux maximaux sont encore de
Dedekind.

Nous cloturons cette section en mentionnant quelques projets qui se sont basés sur
notre travail. En premier lieu, Best, Brasca, Rodriguez et Birkbeck sont en train de
formaliser dans [BBBR23], en s’appuyant sur mathlib, la démonstration du théoréme de
Fermat pour les premiers réguliers. Rappelons quun nombre premier p est dit régulier
lorsque p 1 hg,)- Evidemment, & la fois les propriétés de base du corps de nombres
Q(up) — par exemple, le fait que son anneau d’entiers soit de Dedekind — et la finitude
du groupe (fg(,,) sont nécessaires, ne serait-ce que pour énoncer le résultat. Un autre
projet qui a utilisé de facon cruciale les propriétés des anneaux de Dedekind est le
travail [deF22], ou de Frutos-Fernandez formalise la définition et les propriétés princi-
pales de 'anneau des adéles et du groupe des ideles d’'un corps global : la formalisation
s’appuie sur [BDNN22], entre autre car la premiére partie du travail est consacrée a
la définition de la valuation adique associée a un idéal maximal d’'un anneau de De-
dekind. Finalement, mentionnons le travail [AX23] ou Angdinata et Xu ont formalisé
la définition d’'une loi de groupe (abélien) sur les points rationnels d’'une courbe ellip-
tique définie sur un corps F. Il est bien connu que définir une addition sur ces points
n’est pas compliqué, mais que la démonstration qu'une telle opération est associative
est épineuse : la stratégie principale dans [AX23] est de définir une fonction injective
to_class : W(F) — class_group S de l'’ensemble W(F) des solutions F-rationnelles &
une équation de Weierstrafl qui définit la courbe elliptique, vers le groupe de classes
d’'idéaux d'un anneau de Dedekind S convenable. Ils montrent ensuite que to_class
commute avec les additions définies sur W(F) et sur class_group S, respectivement :
l'associativité souhaitée suit, grace & l'injectivité de to_class (et au fait que la loi de
groupe sur class_group S est associative).

Comme tout projet visant & intégrer mathlib, il est compliqué de donner une es-
timation précise du nombre de lignes de code « propres » & notre travail. Un calcul
grossier nous restitue une valeur d’environs 5000 lignes de code rajoutées & mathlib
en lien direct avec les anneaux de Dedekind et le groupe de classes, et d’environs 2500
lignes de codes inhérentes & des notions mathématiques plus primitives.

[l.2 Le Liquid Tensor Experiment

avec J. Commelin, A. Topaz et al.

orsque Scholze proposa® le Liquid Tensor Experiment, une équipe de collaborateurs
de la bibliothéque mathlib s’attaqua & la formalisation du [CS19a, Theorem 6.5],
sous la forme du [Sch22, Theorem 1.1]. Bientot il devint clair que le projet pouvait se
décomposer naturellement en deux parties, la premiére ayant pour objectif la formali-
sation de [CS19a, Theorem 9.4] et la deuxiéme visant & déduire [Sch22, Theorem 1.1] du
résultat principal de la premiére partie. Cette premiére partie s’acheva en exactement
six mois (voir [Sch2la]) et la deuxiéme environs un an apres (voir [Mat22]). Dans les

9. Initialement, le Liquid Tensor Exeriment fut proposé sous forme de billet dans le blog de Buzzard
a l'adresse https://xenaproject.wordpress.com/2020/12/05/liquid-tensor-experiment/. Dans notre texte, nous
nous référons a l'article [Sch22] qui reprend le billet sous forme d’article de revue.
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références citées, il est évident que le role joué par Commelin et Topaz est tout particu-
lier. Je fais donc le choix d’illustrer briévement les mathématiques dont il est question
dans le Liquid Tensor Experiment et de décrire aprés mes apports au projet [CTBT22] :
en aucun cas il ne sera question de mettre sur un plan d’égalité les contributions de
Commelin et Topaz avec les miennes.

Bien que les applications de la théorie des espaces vectoriels liquides (ou, plutot,
des modules sur les anneaux condensés analytiques) que Clausen et Scholze ont en
vue soient principalement orientées vers la géométrie algébrique (voir [CS22]), je vais
me concentrer sur les aspects en lien avec 'analyse fonctionnelle. Le point de départ
est 'observation, bien classique, que I'analyse fonctionnelle et I'algébre homologique
interagissent assez mal entre elles. En premier lieu, les espaces vectoriels topologiques
ne forment pas une catégorie abélienne : dénotons par R’ 'ensemble des réels muni
de la topologie discréte, vu comme espace vectoriel réel, et par R le méme espace muni
de la topologie euclidienne. Alors, I'identité (ensembliste)

id: R — R (I11.2.1)

1

est clairement linéaire et continue, & noyau et conoyau triviaux, mais n’est pas un
isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques. Dans le méme esprit, considérons la
catégorie Ban des espaces de Banach, avec applications linéaires continues comme
morphismes : il ne s’agit pas d’'une catégorie abélienne et elle n’est pas stable par
extensions. En effet, d’'une part, il est facile de construire des applications linéaires
continues 7: V — W entre R-espaces de Banach dont I'image n’est pas fermée (ni
complete, donc), et donc telle que la formule

V/KerT = ImT

n’est pas valable, contrairement & ce qui se passe dans toute catégorie abélienne.
D’autre part, Ribe a construit dans [Rib79] un espace vectoriel complet et métrisable
F' qui n’est pas localement convexe (en particulier, il n’est pas un espace de Banach)
mais qui apparait dans une suite exacte courte

0—R-—F—/(R)—0, (I11.2.2)

ce qui montre que Ban n’est pas stable par extensions. Aussi, il n’y a pas un choix
unique de produit tensoriel dans Ban : étant donnés V, W € Ban il existe (au moins) deux
définitions de produit tensoriel complété, le produit tensoriel projectif V @, W € Ban
et le produit tensoriel injectif V ®. W € Ban : en général, il s’agit d’espaces non-
isomorphes, et chacun est « naturel » selon le point de vue qu’on prend pour la notion
de « naturalité ».

Le formalisme des espaces condensés, introduit initialement dans [CS19b], définit
un premier cadre ou la topologie et l'algébre homologique interagissent bien, mais
celui-ci doit étre raffinée afin de prendre en compte la notion de complétude carac-
téristique des espaces apparaissant en analyse fonctionnelle. Nous allons décrire le
premier cadre, suivi par le raffinement en question. Commengons par la

Définition I11.2.1. Un groupe abélien condensé est un faisceau en groupes abéliens sur
le site proétale du singleton {} : en d’autres mots, il s’agit d'un foncteur contravariant

G: ProFin — Ab



43 Chapitre IIl - Les projets de formalisation en lean-3

de la catégorie des ensembles profinis!'® vers la catégorie des groupes abéliens, satis-
faisant les conditions de faisceau :

i) G(0) = {«} et pour tout couple d’ensembles profinis Sy, S3, la fonction
G(S1US2) — G(51) x G(S2)

est bijective;

ii) pour toute surjection S’ — S d’ensembles profinis, la fonction
G(S) — {z € G(5")|pi(z) = p3(x) € G(S' x5 5")}
est bijective, ou p1,p2: S’ xg S’ — S’ sont les deux projections.

Il est prouvé dans [CS19b, Theorem 2.2] que les groupes abéliens condensés forment
une catégorie abélienne qui satisfait aux axiomes AB3-AB6 et AB3*-AB4* de [Gro57] :
elle est stable par limites et colimites; les produits, les sommes directes et les colimites
filtrantes sont exactes; et les colimites filtrantes commutent avec les produits. Elle
est en plus munie d’'un ensemble de générateurs projectifs compacts, ainsi que d'un
produit tensoriel qui la rend symétrique monoidale ; on la note Cond(Ab). Ce qui la rend
particulierement intéressante pour notre étude est I'existence d'un foncteur fidele

AbTop —» Cond(Ab)

qui envoie tout groupe abélien topologique G sur le groupe condensé G: S — Cont(S,G),
foncteur qui est en plus plein lorsqu’on le restreint aux groupes abéliens topologiques
compactement engendrés. On peut donc regarder Cond(Ab) comme un élargissement de
la catégorie des groupes abéliens topologiques qui a de bonnes propriétés algébriques.

L’étape suivante consiste & remplacer les groupes abéliens topologiques par les
R-espaces vectoriels topologiques : on obtient la catégorie Modr des modules (en groupes
abéliens condensés) sur R, ou R dénote I'image de R dans la catégorie des anneaux
condensés. Néanmoins, si l'objectif est d’avoir & disposition une théorie homologique
capable de controler l'analyse fonctionnelle, cette catégorie est un choix trop gros-
sier : aucun analogue des propriétés métriques, ni de complétude, n’a été introduit.
Pour résoudre ce probléme, Clausen—-Sholze définissent une sous-catégorie de Modr
convenable, en s’appuyant sur le théoréme suivant; nous n’avons volontairement pas
encore donné la définition de structure analytique, afin d’en motiver I'introduction a
partir de ce résultat.

Théoréme II1.2.2 ([CS19b, Proposition 7.5]). Soit (A, F4) une structure analytique sur
un anneau condensé A. La sous-catégorie pleine Any C Mod 4 formée des A-modules M
tels que, pour toul ensemble extrémement discontinu'! S, la fonction

Hom 4 (Fa[S], M) —s M(S)

10. Il faut mentionner ici que la catégorie des ensembles profinis n’est pas petite. On va négliger cet
aspect dans notre exposition, mais observons que lors du processus de formalisation les choix d’univers
ont joué un role important.

11. C’est ainsi que Bourbaki traduit dans [Bou71, Chapitre I, Exercices, §11, exerc. 21] le terme extremally
disconnected, qui est celui employé par Clausen—Scholze. Je remercie Sophie Morel pour la référence
bibliographique.
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est un isomorphisme, est une catégorie abélienne stable par limites, colimites et ex-
tensions (extensions dans Cond(Ab)). Les objets F4(S), pour S extrémement discontinu,
forment une famille de générateurs projectifs compacts. Le foncteur d’inclusion admet
un adjoint a gauche

Modg — Ang: M — M ® 4 F4 (I11.2.3)

qui est la seule extension de A(S) — Fa(S) préservant les colimites. Lorsque A est com-
mutalif, il existe un unique produit tensoriel —® 4an — rendant le foncteur dans (111.2.3)
symétrique monoidal.

Le théoréme précédent!? suggere une solution naturelle au probléme de trouver

un cadre homologique convenable pour I'analyse fonctionnelle : montrer que 'anneau
condensé¢ R est muni d’'une structure analytique et prouver que la catégorie Ang pro-
duite dans le Théoréme II1.2.2 contient Ban comme sous-catégorie pleine et fidele, et
qu’en plus le produit tensoriel — ®pan — interagit bien avec — @; — et — ®, —.

Avant de continuer, nous devons au lecteur la

Définition I11.2.3 ([CS19b, Definition 7.1]). Soit A un anneau condensé. Une structure
d’anneau pré-analytique sur A est la donnée d’'un foncteur

Fa: {ensembles extrémement discontinus} — Mod 4

a valeur dans les 4-modules (en groupes abéliens condensés), qui envoie les réunions
disjointes finies sur les produits finis, avec une transformation naturelle S — F4(5).
La structure pré-analytique est dite analytique si pour tout couple d’ensembles I, J,
toutes collections d’ensembles extrémement discontinus {7;}ier, {7}}jes et tout mor-
phisme de A-modules
[ P Fal) — P Fa(T))
il jeJ

de noyau £, il y a un isomorphisme
RHom 4 (F4(S), K) — RHom 4(A(S), K) (IT1.2.4)
pour tout ensemble extrémement discontinu .S.

Notons que, dans la Définition II1.2.3, rien n’impose que la structure d’anneau ana-
lytique sur un anneau condensé A soit unique. En effet, la construction de [CS19a, §6]
produit une infinité de structures d’anneau analytique sur R, indexées par p € |0, 1].
Nous allons maintenant les décrire.

Fixons un réel 0 < p < 1. Afin de donner une structure analytique sur R il faut tout
d’abord se donner un foncteur (nous remplagons la notation Fg par .#~,, en cohérence
avec [CS19a])

M<p: {ensembles extrémement discontinus} — Modg.

Pour le définir, soit p’ < p et soit S un ensemble profini, dont nous choisissons une
présentation S = @Si, avec les S; finis : posons

‘%p’(s) = U @R[Si]gp’gy

c=0 1@

12. La [CS19b, Proposition 7.5] contient aussi une deuxieme partie relative & la version dérivée de
Iinclusion An4 C Mod 4, mais nous ne la discutons pas dans ce texte.
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ou R[S, . est le sous-espace de R[S;] formé des vecteurs v = (vs) tels que >, lus|?’ < e.
La valeur du foncteur .#Z., sur S est alors la limite inductive

Mp(S) = limy My (S). (I11.2.5)

p'<p

On vérifie sans trop de difficulté que les conditions de commutation aux réunions
disjointes finies de la Définition II11.2.3 sont satisfaites. Ce qui rend ces espaces inté-
ressants est qu’ils jouissent d’'une propriété universelle de prolongement des fonctions
continues : en effet, pour tout espace condensé V € Modgr et toute fonction continue
f: S — V définie sur un ensemble profini 5, il existe une unique extension

folp(S) —V (111.2.6)

qui est un morphisme de R-espaces condensés. En quelque sorte, donc, ils jouent le role
« d’objet libre sur S » dans la catégorie Modg, mais avec une condition de croissance
controlée par p. Cette analogie est d’ailleurs la clé pour montrer que la structure pré-
analytique qu’on vient de définir sur R est analytique : en effet, demander I'existence
de I'isomorphisme (I11.2.4) revient & demander que les .#Z,(S) coincident avec les objets
libres R[S] au moins dans la catégorie dérivée (et pour S extrémement discontinu). Une
réduction esquissée dans [CS19a, p. 36] réduit (IT1.2.4) & montrer le '3

Théoréme I11.2.4. Soient 0 < p’ < p < 1 deux réels, soit S un ensemble profini et soil
V un R-espace vectoriel topologique qui est un p-espace de Banach (vu comme objet de
ModR). Alors ‘

EthCond(Ab) (%p'(s)v V) =0

pour tout © > 1.

La démonstration du Théoréme I11.2.4 était I'objectif principal du projet [CTB"22].
Une fois démontré, il donne une structure analytique (qui dépend de p) sur R, et le
Théoreme I11.2.2 produit une catégorie abélienne, stable par extensions, et symétrique
monoidale, dénoté Lig,, dont les objets sont les « espaces vectoriels p-liquides ». Elle
recoit un foncteur plein et fidele

__: Ban — Liq,,

qui s’étend a tous les R-espaces vectoriels topologiques, et tel que pour tout couple
d’espaces nucléaires V,;IW on a Ve, W =2V ®Liq, W. Elle constitue donc un cadre
convenable pour exploiter les techniques d’algébre homologique en analyse fonction-
nelle, au moins pour les espaces de Banach : la méme chose reste d’ailleurs vraie en
remplacant Ban par Ban,, la catégorie des p-espaces de Banach, pour tout 0 <p < 1.
La construction de la catégorie Lig, met en évidence I'importance de la définition
d’'une structure d’anneau analytique sur R, & travers le Théoréme I11.2.4 : c’est & ce ni-
veau que se situe mon apport & [CTBT22]. Comme discuté & [CS19a, p. 36], la définition
en question repose sur une technique plutot inusuelle, & savoir un mélange de struc-
tures profinies et de structures continues réelles. En effet, les briques fondamentales
de la théorie des espaces condensés sont les ensembles profinis (et méme ceux extré-
mement discontinus), et afin de calculer les foncteurs dérivés qui apparaissent dans le

13. Un survol sur les définitions de base des p-espaces de Banach se trouve au §I11.3.3.
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Théoreme I11.2.4 il faut trouver des résolution projectives d’espaces vectoriels réels par
des ensembles profinis ! Pour ce faire, Clausen-Scholze s’appuient sur la suite exacte
apparaissant dans [CS19a, p. 44], dont la formalisation prend la forme suivante :

theorem f_p_exact {S : Fintype} (r p : Ryg) [hr : r<1] [hr’ : 0 <]
(hexrp : v =27(-p)) (F: £ S) (WF : rpF=0): 3G, p G=F :=

Extrait de code 3 — L’exactitude de la suite exacte de spécialisation

Afin de décrire le contenu de I’extrait de code 3, introduisons un peu de notation. Soit
S : Fintype un ensemble fini et r < 1 un réel non négatif : on dénote par £ r S
anneau des « mesures de Laurent d’ordre r sur S », qui est la structure suivante :

structure .Z (r : Ryp) (S : Fintype) :=
(to_fun : S —-Z—17)
(summable : V s : S, summable (A n ,|[to_fun s n| * r ~ n))

Il s’agit donc des collections finies (indexées par S) des séries de Laurent f5 € Z((T)) qui
donnent lieu & des séries de puissances absolument convergentes sur le disque fermé
de rayon r. Maintenant, on peut considérer I’équivalent réel de .Z, ou 'on fixe un réel
non négatif p < 1 (pour l'instant, r et p nont pas de rapport) : il est donné par la

|definition .# (p : Rzg) (S : Fintype) := S — R

Ceci n’est rien d’autre que I'espace vectoriel R® = (S — R) muni de la norme ¢’ définie
par ||F|| = > s .| Fs | ~ p. Définissons alors le morphisme § rp: £rS — # pS
comme l’évaluation en (%) :

definition 6 (r p : Ryg) (S : Fintype) : (£ v 8) — .# p S :=
AF s, tsum (A n, (F s n) *(%) ~ n)

Observons que, lorsque S = {*}, 'anneau des mesures de Laurent se réduit aux séries
de Laurent avec une condition de convergence et ’espace .# p {*} n’est rien d’autre
que R (avec une valeur absolue renormalisée). Le premier résultat formalisé a été la
preuve que tout nombre réel z € R admet une « expansion (%)-adique » & coefficient
entiers (chose qui entraine facilement le méme résultat pour S fini quelconque) :

lemma f_surjective (r p : Ryp) (x : R) [hr : r<1] : 3 (F : L r {}),
@ rpA{*x}) F=x:=

Outre la surjectivité de 6, il a été aussi question d’en étudier le noyau : il est clair
que si une série de Laurent f(T) € Z((T)) est de la forme f(T) = (2T — 1)g(T) pour
une autre série g(T) € Z(T)), alors f(3) = 0. Le point crucial a été de formaliser
un résultat de Harbater (voir [Har84, Theorem 1.2 (b)]) qui montre que le noyau dans
£ r {x} de I'évaluation en (1) est I'idéal principal engendré par (27 —1) : ce qui n’est
pas évident est que diviser une série s’annulant en (%) par (27 — 1) donne une série
qui a encore les propriétés de convergence requises pour étre un élément de £ r {x} .
Pour le formaliser, j’ai en premier lieu formalisé la multiplication par I’élément (27—1)
(ou les variables r et S sont désormais implicites), simplement en tant qu’opération sur
les coefficients afin d’éviter de définir une instance : has_mul . r S de multiplication

interne sur le groupe additif des mesures :

A F, shift (1) F - 2 o F

definition ¢ : L r S —Z r S :=



47 Chapitre IIl - Les projets de formalisation en lean-3

Ensuite, on peut définir un opérateur v: Ker(evall/Q) — % r S comme suit :

definition ¢ (F : £ r 8) (hF : d r pF=0) : L r S :=
{ to_fun := A s n, if F.d < n then

> 1 in range (n - F.d).nat_abs.succ, Fs (n -1 - 1) x (2 ~ 1)

else O,

summable’ := ...

Finalement, j’ai prouvé que, lorsque r = 2(=?), le noyau de I’évaluation coincide bien
avec 'image de ¢, en montrant que toute mesure F telle que 1’évaluation en (%) vaut 0
est de la forme pG =(2T-1)G pour une mesure G convenable (en pratique, il s’agit de

G = YF) :
lemma 0_p_split_exact (h_rp : r = 27°(-p)) (F: L r8) (WF : 6 r pF =0)
o(p F hF) = F :=
Extrait de code 4 — La détermination du noyau de 6, fonction d’évaluation en (%)

On peut maintenant revenir & I'extrait de code 3. L’énoncé du théoréme ibid. est
I'exactitude au milieu de la suite exacte
0—2rs S 2rs 2225, sos 0 (I11.2.7)
pour tout 0 < p < 1 et pourr = 2°(-p). Alors que le terme h_rp dans I’extrait de code 4
était seulement une hypothese technique, nécessaire lors de la formalisation & cause de
la définition de mathlib de l'opérateur d’évaluation '#, dans (II1.2.7) la relation entre r
et p est censée garder trace des topologies en jeu. En effet, tels qu'on les a présen-
tés jusqu’ici, les résultats précédents sont indépendants du choix de la norme ¢ sur
I’espace des mesures . p S et il n’a pas été question de munir l'espace . r S d’au-
cune topologie. Néanmoins, (II1.2.7) doit étre regardée comme une suite exacte dans la
catégorie CpAbNorSepFil des groupes compacts pseudo-normés séparés filtrés, dont les
morphismes sont continus : c’est un ingrédient crucial pour mettre en relation les ca-
tégories Ban et Modg, ainsi que Modg et Mody (). Il a donc fallu formaliser le résultat
suivant :

theorem continuous_f_c {S : Fintype} (r p c: Ry¢) [hr : r<1] [hr’ : 0 < 7]
[hp : p<1] [hp’ : O0<p] (H: r =2 ~ (-p)) : continuous (A_c r p S) :=
Extrait de code 5 — La continuité de 6

Ce qui est assez frappant dans I'extrait de code 5, et qui reflet ’extraordinaire origina-
lité du travail de Clausen-Scholze, est la comparaison de deux topologies apparemment
trés différentes. On y voit apparaitre une modification 6. de 6, qui dépend du para-
metre c, parametre qui joue un role essentiel dans la « topologie » de . r S . En effet,
le domaine de 6 est I’espace des mesures de Laurent, qui n’a pas une topologie na-
turelle. Il est toutefois muni d’'une filtration croissante par des sous-espaces, indexés
par ¢ > 0, qui sont des espaces topologiques grace a la présentation suivante : pour
chaque valeur c € Ry soit

(,i” T S) = Z ansT"[s] | ans €Z et Z lans| " < ¢

<c
neZ,s€S neZ,s€S

14. L’opérateur tsum qui apparait dans la définition de 6 restitue 0 lorsque son argument diverge, ce qui
force toutes les séries qui ne convergent pas en (1/2) & étre dans le noyau de 6.



lIl.2. Le Liquid Tensor Experiment 48

I’espace des mesures dont la somme (pour tout s € S) est bornée par c. Chacun des
espaces (.,2” rS )<C est profini : en effet, pour tout sous-ensemble fini A C Z, les mesures
a coefficients dans A

(,i” r S)@’A = Z ansT"[s] | ans € A et Z lans| " < ¢

neZ,s€S nezZ,s€S

forment un ensemble fini, car Z est discret et car la condition de sommabilité dans la
définition de .Z r S garantit qu’il n’y a quun nombre fini de coefficients non-nuls avec
indice négatif — qu’il n’y ait qu'un nombre fini de coefficients non-nuls avec indice
positif suit de la borne sur la norme. Comme

("ip T S)gc = l%ﬂl(g T S)gc,A’

on peut munir (X r S)<C de la topologie profinie. Cette famille de sous-espaces com-
pacts donne lieu & une filtration croissante

ZrS:U(,ﬁer)

c=0

<c’

De facon analogue on peut écrire le R-espace vectoriel de dimension finie .Z p S
comme la réunion filtrante des boules compactes de rayon (pour la normé ¢P) borné :

M pS :U(//lps)epgc‘

c=0

En premier lieu, il a été question de montrer que € est une « contraction », dans le sens
qu’il existe une constante 0 < C' < 1 telle que 'image par 6 de (£ r S )<, est contenue
dans (.# p S)w<ce pour tout c. La fonction

0. :(er)<6—>(///p8)ep<0c

est la restriction de 6 et 'extrait de code 5 est I'’énoncé que cette fonction est conti-
nue. Que la topologie profinie du domaine de 6. et celle euclidienne de son codo-
maine puissent interagir et le faire de facon intéressante pour étudier des phéno-
menes d’analyse fonctionnelle s’est révélé plutot surprenant (voir par exemple la dis-
cussion [Sch21b] sur MathOverflow initiée par Scholze).

Une fois que la « comparaison » entre structures profinies et structures réelles —
sous la forme de la suite exacte (1I1.2.7) — est disponible, un argument de changement
de base (voir [CS19a, Proposition 6.15]) permet de réduire le calcul des foncteurs dérivés
dans le Théoréme I11.2.4 & son équivalent obtenu en remplacant 'anneau analytique
(R, Liq,) par 'anneau analytique (Z((T)),Liaz(ry,)- Ici, la condition d’étre « liquide »

pour un Z((T))-module est analogue & celle pour R, avec une modification convenable
de la propriété universelle d’extension (I11.2.6) (voir [CS19a, Theorem 6.10] pour plus de
détails). Or, prouver I'équivalent pour I'anneau analytique (Z((T)),Liaz(ry,) du Théo-

réme 111.2.4 était précisément l'objectif de la premiére partie du projet [CTBT22]. Dans
le manuscrit original, il correspond au [CS19a, Theorem 9.4] et prend la forme suivante
dans la formalisation :
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theorem thm94 : Vm : N, 3 (k K : Ryp) (hk : fact (1 < k)) (co : Ryg),

V (S : Profinite) (V : SemiNormedGroup.{u}) [normed_with_aut r V],

((BD.data.system « r V r').obj (op $ of r' ((Lbar.functor.{0 0} r’).obj S))).
is_bounded_exact k K m cy

Extrait de code 6 — L’objectif de la premiere partie du projet

Je ne rentrerai pas dans les détails de la définition du complexe de Breen-Deligne, ni
du complexe de Commelin qui a été utilisé & sa place dans la formalisation et qui est
derriere I’extrait de code 6. Je me contenterai de mentionner que ma contribution a la
premiere partie du projet s’est concentrée sur la formalisation de certaines structures
discrétes et du [CS19a, Lemme 9.7], formalisé sous la forme du

lemma lem97 [fintype ¢] [module.finite ZA] [module.free ZA] (N : N)

(N : 0<N) (1 : ¢—A) : FA: finset (A—=4+72), Vx : A=TZ, 3 ' € b

y:A=TZ),x=Ney+x> AVi, (0<x Q1i)A0< (x-%) @A1i)V
& Q1) <o0AG&-%) Qi) <0

Pour une vision d’ensemble du projet, le blueprint [CCMS23] contient un texte in-
teractif qui permet de faire le lien entre le manuscrit [CS19a] et le code qui consti-
tue [CTBT22], ainsi que deux graphiques de dépendance de tous les résultats formalisés
(un pour chaque partie du projet).

II.3 Perspectives de recherche
es perspectives de recherche & moyen terme sont centrées autour des enjeux de
formalisation, dans la continuation des travaux discutés aux §III.1-1I1.2. Je vais
en illustrer trois, plus ou moins liées aux sujets traités précédemment.

I[l1.3.1 Théorie du corps de classes

Apres le travail [BDNN21], discuté au §III.1 et qui établit la finitude du groupe de
classes d’'un corps de nombres, plusieurs autres résultats de théorie algébrique des
nombres ont intégré mathlib, ou sont en train de l'intégrer : de Frutos-Fernandez a
formalisé la théorie des valuations sur les anneaux de Dedekind et les définitions
des adeles et des ideles d'un corps de nombres; Roblot a formalisé le théoreme des
unités de Dirichlet; les auteurs de [BBBR23] ont défini le discriminant d'une extension
et les formules du discriminant des corps cyclotomiques; Baanen, Best et Dahmen
ont formalisé les solutions & nombreuses équations de Mordell en menant des calculs
explicites de nombres de classes ... L’étape fondamentale suivante semble étre la
formalisation de la théorie du corps de classes. Il s’agit d'un projet que nous avons
entamé avec de Frutos-Fernandez, et qui se décompose naturellement en deux parties :
commencer par formaliser la théorie du corps de classes locale, et aprés s’appuyer sur
celle-ci pour formaliser la théorie globale.

Plusieurs formulations existent de la théorie locale, et les travaux récents de Li-
vingston, qui a formalisé la théorie de la cohomologie des groupes, nous ont convaincus
que l'approche la plus adaptée est celle cohomologique. La premiére étape consistera
dans la formalisation des résultats de base des anneaux de valuation discréte et des



lIl.3. Perspectives de recherche 50

extensions des corps locaux ! : existence d’une unique extension non-ramifiée pour

tout degré donné, isomorphisme de son groupe de Galois avec le groupe de Galois de
I'extension des corps résiduels, polyndomes d’Eisenstein des extensions ramifiées, des-
cription des normes d'unités dans les extensions totalement ramifiées et dans celles
non-ramifiées. Une fois ces fondamentaux établis, la deuxiéme étape sera purement
cohomologique : d’abord, il faudra étendre le travail de Livingston pour définir la coho-
mologie de Tate pour les groupes finis. On passera aprés & démontrer I'isomorphisme
H?*(K,K*) = Q/Z pour tout corps local K, et ensuite & formaliser la définition et
les propriété des « formations de classes » (voir [Ser68, Chapitre XI]), en démontrant
au passage le théoréme de Tate-Nakayama sous la forme de [Ser68, Chapitre IX, §8,
Théoreme 13] : une conséquence sera l'isomorphisme de Tate

ﬁ"(GX/y,Z) = ﬁn+2(Gx/y,AX) pour tout n € Z

ou Gxy = Gy/Gx est le groupe « relatif » dans une formation de classes (G, As).
Déja & ce stade on pourra prouver l'existence de la classe fondamentale canonique
up/K € H2(E/K, EX) pour toute extension finie E/K de corps locaux ainsi que (grace au
travail de de Frutos-Fernandez qui a formalisé le groupe de classes d’ideles) I'existence
de la classe fondamentale ug/, € fIQ(F/L,CF) pour toute extension finie F//L de corps
de nombres. L’isomorphisme entre le groupe de Galois d’'une extension abélienne E/K
de corps locaux (resp. une extension abélienne F/L de corps de nombres) et le quotient
K*/Ng/gE* (resp. le quotient Cr/Ng,Cr) suivra. Une fois ces résultats établis, on
pourra se consacrer aux théorémes d’existence, mais & moyen terme le projet esquissé
ci-dessus constitue déja une perspective de travail qui sera riche de développements et
d’applications.

Il.3.2 La suite spectrale de Serre

La situation actuelle de la théorie homotopique dans mathlib n’est pas au méme
stade de maturité que celui d’autres domaines. Etant donné un espace topologique
pointé (X, zp), la définition du premier groupe d’homotopie 71 (X, zg) a été formalisée,
mais la structure de groupe sur les m,(X,zo) (pour n > 2) ne I’a pas encore été (les
ensembles sous-jacents sont toutefois définis dans mathlib). Une autre notion qui n’a
pas encore été formalisée est celle du revétement universel, ni plus généralement celle
de fibration de Serre. Néanmoins, & la fois les généralités concernant la topologie de la
convergence compacte et de I'espace des lacets ont été formalisées, ce qui rend naturel
l'objectif de définir la structure de groupe sur m,(X,zp) et le formalisme galoisien du
revétement universel. Une fois cette étape achevée, il faudra pousser la formalisation
jusqu’a l'existence au moins de la suite exacte longue d’homotopie pour une fibration
de Serre.

Bien évidemment, & long terme, l'objectif serait la suite spectrale de Serre pour
une fibration, de tant plus que la théorie de I’homologie singuliére est en train d’étre
développée et sera probablement disponible dans mathlib. Un projet & moyen terme qui
serait intéressant en soi est la démonstration des résultats principaux sur I’homotopie
et 'homologie des H-espaces — notion que j'ai récemment formalisée et qui a intégré
mathlib— et plus particulierement des espaces de lacets, notamment le fait que leur m

15. Un corps local, pour nous, sera une extensions finie soit de Q, soit de F,((7T")), pour un certain
premier p.
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est toujours abélien. On aurait alors tous les ingrédients pour formaliser le [Serdl,
Chapitre V] et donc aussi certains premiers résultats sur les groupes d’homotopie des
sphéres. Une fois la suite spectrale (notion que Riou a déja développée en lean-3, et qu’il
est en train d’adapter & lean-4 pour qu’elle intégre mathlib) & disposition, nombre de
résultats de [Serdl] sur les groupes d’homotopie des spheres pourront étre formalisés.

Il1.3.3 Extensions de p-espaces de Banach

Soit 0 < p < 1 un parameétre réel. Je ne rappelle pas la définition précise de p-espace
de Banach (je renvoie, par exemple, & [CS19a, Definition 6.1]), et je me contente de
mentionner qu’il s’agit d’espaces vectoriels topologiques réels munis d’'une norme ar-
chimédienne telle que |lav| = |a|P||v|| pour tout a € R et tout vecteur v. En particulier,
un l-espace de Banach n’est rien d’autre qu'un espace de Banach, et il y a une inclusion
Ban, € Ban, pour tout p’ <p:on adonc Ban C Ban, pour tout 0 < p < 1.

Bien que dans la présentation au §II1.2 les p-espaces de Banach ne soient apparus
que marginalement, ils jouent un role important dans la théorie des espaces liquides.
L’extension de Ribe (II1.2.2) montre que le probleme d’extension dans Ban n’est pas tri-
vial, et sa découverte provient d'une étude plus générale sur la stabilité par extension
des propriétés métriques, ou analytiques, de certains espaces. Le travail de Ribe montre
que la propriété d’étre « localement convexe » n’est pas stable par extension, mais un
résultat remarquable de Kalton prouve la chose plus précise suivante (voir [Kal78§,
Theorem 3.3]) : si dans une suite exacte (avec morphismes linéaires et continus)

0—Y —X—>27—0

de R-espaces vectoriels topologiques, Y est un p-espace de Banach pour un certain p < 1
et Z est un p’-espace de Banach pour un p’ < p, alors X est lui-méme un p’-espace de
Banach : que l'inégalité p’ < p soit stricte est d’ailleurs & la base du « contrexemple »
de Ribe. Une autre facon de mentionner ce résultat est que toute extension de deux
p-espaces de Banach est automatiquement un p’-espace de Banach pour tout p’ < p. Il
se pose donc le probléme de réinterpréter ce genre de résultats sur les extensions de
p’-espaces de Banach par des p-espaces de Banach en termes de la catégorie Liq,, au
vu de l'existence du foncteur Ban, — Liqp. Surtout, comme je l'ai illustré au §II11.2,
I’étape cruciale du projet [CTBT22] a été de montrer le Théoréme I11.2.4 sur annula-
tion des groupes Ext’, qui classifient les suites exactes & (i + 2) termes. Le cas i = 1
est donc I’énoncé précédent tiré de [Kal78] et il semble naturel d’étudier, par exemple
pour i = 2, quelles informations peut-on dégager du Théoréme I11.2.4 (mais ol les Ext
sont calculés dans Cond(Ab)) sur les extensions & 4 termes de p-espaces de Banach.
Malheureusement, il n’est pas clair si la totalité de [CTBT22] intégrera mathlib, sur-
tout dans sa nouvelle version en lean-4, et le premier objectif de ce projet serait de
transférer dans mathlib les résultats sur les p-espaces de Banach qui ont été forma-
lisés pour [CTBT22]. En deuxiéme lieu, il faudra formaliser les résultats de Kalton
dans [Kal78] et de Ribe dans [Rib79]. Finalement, on pourra étudier en détail le cas
1 = 2 pour en déduire des conséquences sur les 4-extensions de p-espaces de Banach.
Comme l'application principale des espaces condensés que Clausen-Scholze sont en
train de développer dans [CS22] est orientée vers la géométrie algébrique, I'ambition
de ce projet de formalisation sera de révéler des applications nouvelles de la théorie
des espaces liquides, dans une direction plus spécifiquement analytique.
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